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 . ال م ل جيا التا  



  الشكر والتقدير

 

ثم على أن وفقنا لإنجاز هذا البحث ،له الحمد والشكر ،فً البداٌة نحمد الله تعالى 

الذي كانت خبرته لا  )عبد الرحمن حميد نجم (اود أن اشكر مشرفً ،الأستاذ 

فقد دفعتنً ملاحظاته الثاقبة الى صقل ثمن فً صٌاغة اهم مواضٌع البحث .تقدر ب

 . الى مستوى اعلىتفكٌري ورفع عملً 

مة طوال أود اٌضاً أن اشكر المعلمٌن فً مسٌرتً الدراسٌة على ارشاداتهم القٌثم  

فقد زودتنً ملاحظاتهم بالخبرة الصحٌحة التً مكنتنً من اختٌار ،فترة دراستً 

الاتجاه الصحٌح واكمال رسالتً بنجاح . واخٌراً ، لم ٌكن بامكانً اكمال هذه 

دقائً الذٌن قدموا لً مشورات محفزة ودعم  ،بالأضافة الى الرسالة بدون دعم اص

اٌجاد فرص لجعلً سعٌداً وواثقاً من نفسً لأراحة ذهنً وفكري خلال انجاز هذا 

 المشروع .
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 المقدمة

 (Topologyعلم التبولوجي )

، وتنمسم كلمة التبولوجً إلى ممطعٌن الممطع الأول  Topologyالتبولوجً كلمة مترجمة من الكلمة الإنجلٌزٌة 

(Topo( التً تعود إلى أصل ٌونانً إلى )Topos( "والتً تعنً "مكان )Place( والممطع الثانً هو ، )Logy ًوالت )

( ، فلو لمنا بعملٌة ربط المعنٌٌن فً الكلمة ، لوجدنا أن Study( والتً تعنً "دراسة" )Logosتعود لإصل ٌونانً )

 التبولوجً هو الهندسة الحدٌثة فً دراسة جمٌع التراكٌب والمكونات للفضاءات المختلفة .

 إذن يعرف علم التبولوجي :

 ائص جمٌع الفضاءات المختلفة خصهو أحد فروع علم الرٌاضٌات والذي ٌهتم فً دراسة تراكٌب ومكونات و

( دون أن ٌموم Smooth Deformationsبحٌث تبمى هذه الخصائص متشابهة تحت عملٌات التشكٌل المتصلة )

 بعملٌة تمزٌك أو ٌترن فتحات فً الإنتمال من أحدهما إلى الآخر وبالعكس أٌضاً .

ت الهندسة التً نعرفها ، بل كأنها هندسة مطاطٌة ، وكان التعرٌف ٌخبرنا أن الهندسة التً ٌتعامل بها التبولوجً لٌس

 ولكً ٌتضح المفهوم بشكل جٌد ، لندرس الآتً 6

من المعلوم لدٌنا أن المستوى الإللٌدي فً الهندسة الإعتٌادٌة التً نعرفها ، أنه بإمكاننا أن نموم بعملٌة نمل الأشكال من 

نموم بعملٌة دوران له وعكسه وللبه ، ولكن لا نستطٌع المٌام  مكان إلى آخر عن طرٌك الإزاحة ، وبإمكاننا أٌضاً أن

 بعملٌة ثنً له أو المٌام بعملٌة تمدد بشكل متصل .

 -تاريخ التبولوجي بشكل موجز :

 بدأ التفكٌر فً التبولوجً من خلال مشكلة أوٌلر فً المسألة المشهورة "الجسور السبعة  فً مدٌنة كونسبرٌن" 

(Seven Bridges of K ̈         )  أول نتٌجة على الفضاء التبولوجً . 6371، وكانت ورلة أوٌلر عام 

بواسطة جوهان بندكت ، ومن ثم  6483" عام  Topologieأول من لدم مصطلح التبولوجً هم الألمان باسم " 

 ولوجً . هو كل شخص متخصص فً التب Topologistأظهر أصحاب التخصص فً اللغة الإنجلٌزٌة أن كلمة 

أما التبولوجً الحدٌثة فتعمد بشكل لوي جداً على مفاهٌم نظرٌة المجموعات التً أسست من لبل كانتور فً أواخر 

 المرن التاسع عشر . 

لام عدة علماء بوضع تعارٌف محددة له ، فمام العالم أسكولً وغٌرهم بوضع أول تعرٌف للفضاء المتري الذي ٌعتبر 

 . 6591حالٌاً فً سنة  حالة خاصة فً التبولوجً

.  6568وبعدها لام العالم هاوسدورف بوضع تعرٌف له والذي ٌعرف حالٌاً بفضاء هاوسدورف المشهور جداً فً سنة 

بوضع التعرٌف المعروف لدٌنا  6511. سنة  Kazimierz Kuratowskiولكن أتى العالم كزمٌرز كورتوٌسكً 

 حالٌاً .

ع الفضاءات التبولوجٌة حٌث تطرلنا بالفصل الاول تمدٌم بعض المفاهٌم خصص هذا البحث لدراسة نوع من انوا

 والاساسٌات عن الفضاء التبولوجً .

 وفً الفصل الثانً عن الفضاءات المتكافئة والمتصلة .
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 الفصل الاول

 

 المفاهيم الاساسية :   

 ًالتبولوج 

  المجموعات والمجموعات الجزئٌة 

 العلالات 

 الدوال 
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 الفرل الاول

  ( Basic concepts )  مفاهيم اساسية

تمعب   ( set theory )ىؾ احج فخوع الخياضيات الحجيثة حيث أن نغخية السجسؾعات  :( Topology )التهبهلهجي 
. في ىحا التؾبؾلؾجي( Language ) دوراً رئيدياً في ىحا السقخر. في حقيقة الامخ فان نغخية السجسؾعات تعتبخ لغة 

الباب ندتعخض أىؼ السفاهيؼ الاساسية في نغخية السجسؾعات والتي سؾف تدتخجم خلال دراسة ىحا السقخر. ولسديج مؽ 
 السعمؾمات عؽ نغخية السجسؾعات عمى القارئ الخجؾع لبعض مخاجع الكتاب . 

  sets and subsets )):(1-1)المجمهعات والمجمهعات الجزئية 

 (مفههم كانتهر للمجمهعة ) :(1. 1. 1تعريف ) 

ًً وىحه الاشياء قج تكؾن متجاندة أو غيخ متجاندة ، ونعشي بكمسة  السجسؾعة ىي تجسع مؽ الاشياء السعخفة تعخيفاً تاماً
 معخفة أنشا ندتظيع لأي شيء ميسا كان أن نحجد ىل ىؾ مؾجؾد بالسجسؾعة أو لا . 

 ؾعةصخ السجسالأشياء التي تتكؾن مشيا السجسؾعة تدسى عشا

( elements of the set )        ( 1 ) 

 …… A , B , C ,……., X , Y )    ( Capital Letters )ونخمد عادةً لمسجسؾعات بحخوف لاتيشية كبيخة 

 ...… a , b , c , ………………. x, y )   ( small letters )ونخمد لعشاصخىا بحخوف لاتيشية صغيخة 

وتؾضع عشاصخ    a , b , c , dتتكؾن مؽ أربع عشاصخ ىي  Xلتعشي أن السجسؾعة  X=   { a , b , c , d }نكتب 
 Xالسجسؾعة  ( belongs to )يشتسي الى  xلتعشي أن العشرخ  X     xالسجسؾعة بيؽ قؾسيؽ مؽ الشؾع }  { ونكتب

 .X أو لا يشتسي الى السجسؾعة  Xليذ أحج عشاصخ السجسؾعة yلشعشي أن العشرخ    X  y كسا أنشا نكتب

   n finite setI( finite andجمهعات المنتهية وغير المنتهي _: ) الم( 2.1.1تعريف )

مشتيية اذا كانت تحتؾي عمى عجد نيائي مؽ العشاصخ ) عجد محجد مؽ العشاصخ ( ، ويقال أيزاً  Aيقال أن السجسؾعة 
 مجسؾعة غيخ مشتيية اذا كانت تحتؾي عمى عجد لا نيائي مؽ العشاصخ . انيا 

 سؾف تدتخجم خلال ىحا السقخر :والتي الخمؾز الذائعة الاستخجام لبعض السجسؾعات  ى نحكخفيسا يمي سؾف

 وىي :  ( Natural Numbers )مجسؾعة الاعجاد الظبيعية  -1

                                          N = { 1 , 2 , 3 , 4 , ………….. }       

 وىي :  ( Integer Numbers )مجسؾعة الأعجاد الرحيحة  -2

                      }  2, ………    ,     1Z = { 0  ,   

 وىي : ( Rational Numbers )مجسؾعة الأعجاد القياسية  -3
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  N }   ,  b   Z    : a   Q =  { 
 
  

 :وىي  ( Non- negative Numbers )مجسؾعة الأعجاد الرحيحة غيخ الدالبة  -4

                                                Z+ = { 0 , 1 , 2 , 3 , …….} 

 . Rبالخمد يخمد ليا   ( Real Numbers )مجسؾعة الأعجاد الحقيقية  -5

 وىي :  ( Complex Numbers )مجسؾعة الأعجاد السخكبة   -6

            }  R ; i = √    C = { X  = a + i b : a , b,    

  ( empty set ) The المجمهعة الخالية: (1.1.3) :تعريف

  ' ∅ 'ىي السجسؾعة التي لا تحتؾي عمى أي عشرخ ويخمد ليا بالخمد  السجسؾعة الخالية 

 . }      {وقج تكتب 

 (  Subset  (المجمهعات الجزئية  :( 1.1.4)تعريف:

يشتسي الى  Aاذا كان كل عشرخ مؽ عشاصخ  Bمؽ السجسؾعة  ( Subsets )مجسؾعة جدئية  Aيقال أن السجسؾعة 
 )تحتؾي  Bويقال أن   A Bتكتب وقج  Bالسجسؾعة مجسؾعة جدئية مؽ  Aوتقخأ   A   Bونكتب  Bالسجسؾعة 

contains )  السجسؾعةA  أو تتزسؽ السجسؾعة (A . ) 

                  )ونعبخ عؽ ذلػ رياضياً عمى الشحؾ التالي : 
             وىحا يكافئ أن : 

  Equality )( تداوي المجمهعات : (1.1.5تعريف )

 Bتداوي   A أي أن .  A = Bمتداويتان اذا كانتا تحتؾيان عمى نفذ العشاصخ وتكتب   A , Bيقال أن السجسؾعتان 
. ونعبخ عؽ التداوي  Aيشتسي الى B وكحلػ كل عشرخ مشتسي الى   Bيشتسي الى  Aاذا كان كل عشرخ مشتسي الى 

        A  B & B  A )  ) A = B رياضياً عمى الشحؾ التالي 
 تعشي تكافئ التقجيخيؽ .     " أي أن "  iff" وقج تكتب " ( if and only if )وفقط اذا كان ) اذا "يعشي    الخمد 

   :(1.1.6تعريف )

اذا  A  B )) وتكتب         Bمؽ السجسؾعة  ( proper Subset )مجسؾعة جدئية فعمية  Aيقال أن السجسؾعة 
 N Z  Qنلاحظ أن  Bليدت مجسؾعة جدئية مؽ  Aلتعشي أن   ٻ B A . ونكتب   B  A     ،A  Bكان : 

 R  C  

السجسؾعة الذاممة ىي السجسؾعة غيخ الخالية والتي set ( Universal( المجمهعة الذاملة  : ( 1.1.7تعريف )
تحتؾي عمى جسيع السجسؾعات الجدئية في مدألة ما تحت الاعتبار . فسثلًا عشج دراسة مجسؾعات مؽ الاعجاد الرحيحة 

 . U. ونخمد لمسجسؾعة الذاممة بالخمد   Zفأنو يؾجج مجسؾعة شاممة وىي في ىحه الحالة السجسؾعة 
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  Union )( الاتحاد ( :  (1.1.8تعريف
أو في  Aيعخف عمى أنو السجسؾعة السكؾنة مؽ جسيع العشاصخ التي في السجسؾعة    A , Bاتحاد السجسؾعتيؽ 

  A U Bويخمد ليا بالخمد  Bالسجسؾعة 
    A  or  x   B }      U : x  A U B = { x أي أنو

                     xونلاحظ أن : 
  Intersection  )( التقاطع   ( : 1.1.9تعريف ) 

 .   A , Bتكؾن مؽ العشاصخ السذتخكة بيؽ السجسؾعتيؽ ىي السجسؾعة التي ت A , B تقاطع السجسؾعتان
 ونعبخ عؽ ذلػ رياضياً كالتالي . Bتقاطع   A وتقخأ  A   Bويخمد 

A    B = { x    U : x     A  and x   B }               
            x   A   B      x   A  or x   Bونلاحظ أن : 

 The disjoint ) (الانفرال( : (1.1.10 تعريف :
   ان ( اذا لؼ يؾجج بيشيسا عشاصخ مذتخكة . أي اذا تحقق غيخ متقاطعتيؽ ) مشفرمتان  A , Bيقال أن السجسؾعتيؽ 

A    ∅ 
 (: 1.1.1نظرية )

 القؾانيؽ التالية صحيحة :  A , B , Cلأي ثلاث مجسؾعات 
( i ) A U ∅ = A ; A   ∅ =  ∅  ( ii ) A    A U B ; B   A  U B  
(iii) A   B   A ; A   B  B   ( iv ) A U A = A ; A   A = A  
( V ) A U B = B U A ; A   B = B   A  
( Vi ) ( A U B ) U  = A U ( B U C ) ; ( A   B )   C = A   ( B   C ) 
( Vii ) A   ( B U C ) = ( A   B ) U ( A  C ) ; 
                         A U ( B   C ) = ( A U B )  ( A U C ) 
( V iii ) A U C (⋂       ) =  ⋂           ;        
 A   (  ⋃       ) = ⋃            , Bi   U 
⋂      = { X   U : X   Ai :  for every i I }     حيث   
⋂     = { X   U = X   Ai for some i I }  

  

 I  تدسى مجسؾعة الجليل

  (The defference between two sets)الفرق بين مجمهعتين (:1.1.1تعريف )
  ( The difference )  . فإنشا نعخف  الفخق  Uمؽ السجسؾعة الذاممة  ئيتيؽجد    A , Bاذا كانت السجسؾعتان 

 السجسؾعة الججيجة . وعمى أن   A – Bويخمد لو بالخمد 
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A – B = { x : x    A  and x    B  }   
B – A = { x : x     B  and x   A }                                        وكحلػ نعخف    

 :( 1.1.1ملاحظة )
   B – A    B   -  Aيلاحظ أنو عمى وجو العسؾم 

  Complement of a set )(مكملة المجمهعة   ( : (1.1.12تعريف 
ىي  Uبالشدبة الى السجسؾعة الذاممة  A. مكسمة السجسؾعة  A   Uىي السجسؾعة الذاممة ، ونفخض   Uنفخض أن 

. يخمد ليا بالخمد Aما عجى العشاصخ السشتسية لمسجسؾعة  Uالسجسؾعة التي عشاصخىا جسيع عشاصخ السجسؾعة الذاممة 
Ac  : ونعبخ عشيا رياضياً كسا يمي 

               Ac = { x    U : x    A } = U – A 
 ( : 1.1.2نظرية ) 

 الآتي صحيح : U مؽ السجسؾعة الذاممة   A , Bلأي مجسؾعتيؽ 
                                        ( iii )  ( Ac )c  = A   = U      ( ii ) UC = ∅ ∅         ( i )    

          ( iv) A   Ac = ∅ ;  A U Ac = U  

          ( v)  ( A   B )c = Ac U Bc ; ( A U B )c = Ac   Bc  

          ( vi ) A – B = A   Bc  

          ( vi ) U - ⋂       = ⋃         ,   U-⋃      = ⋂         
 فإن :   = I ∅    أنو اذا كانت ويجب أن نلاحظ

                     Ai =U , Ai = ∅ ,   Ai   U 

 .  ( De-morgan's Laws )يدسيان قانؾني ديسؾرجان  ( V )القانؾنان في 

  (The  power set ) مجمهعة القهة  ( :  1.1.13تعريف ) 

ىي السجسؾعة التي عشاصخىا جسيع السجسؾعات الجدئية  Xلمسجسؾعة مجسؾعة ، فان مجسؾعة القؾة  Xاذا كانت 

     P (X) = { A:A  X }. أي أن : P ( X )ويخمد ليا بالخمد  Xالسسكشة مؽ السجسؾعة 

  )ntervals )I الفترات  : (1.1.14)تعريف

 .  R فتخة مؽ خط الأعجاد الحقيقية  I. يقال أن   Rمجسؾعة جدئية مؽ  Iنفخض 

                     فأن   zإذا كان لكل 

 نعخف السجسؾعات التالية :   a , b ,   Rلأي 

      (i ) ( a , b ) = { x    R  a     x      b }  
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  ( open interval )فتخة مفتؾحة تدسى 

  ( ii ) [a , b ] = { x       R : a   x   b } 

  ( closed interval )تدسى فتخة مغمقة 

(iii ) ( a , b ] = { x   R  : a     x   b }  

( iv) [ a , b ) = { x   R : a   x   b }  

   ( half closed )أو نرف مغمقة   (half open )تدسى نرف مفتؾحة  

 .∞ - )    ∞  ,خط الأعجاد الحقيقية ىؾ الفتخة السفتؾحة   )

 . a , x )   ∞لتعشي )   a   xونكتب  a , ∞   X )لتعشي )   a   xنكتب 

  Relations ( : العلاقات : 1- (2بند

  Cartesian product )) حاصل ضرب الكارتيزي  :   (1.2.1)تعريف 

يعخف عمى أأنو   A   B "ويخمد ليا بالخمد   A , B "حاصل الزخب الكارتيدي ) أو الجيكارتي ( لمسجسؾعتيؽ 

 أي أن  b  B , a   Aحيث أن ( a , b )جسيع الازواج السختبة مجسؾعة 

 A X B = { ( a, b ) : a   A , b   B }  ضرب الكارتٌزيالبالمثل ٌمكن تعرٌف حاصل 

  A1 , A2 , ------Anللمجموعات  

∏   i=  { ( a1 , a2 , …………. an , ………. )  ai    Ai }رة           بالصو   
    

               
∏                       ايزا        

   = { a1 , a2 , …………. an , ………. ) :            

  :( (1.2.1 نظرية

 فإن  A , B , C ,  , Xىي السجسؾعة الذاممة ،   Xاذا كانت 
(1) A x ∅ = ∅ x A = ∅ 
(2) A x B   B x A ( A   ∅ ، B   ∅  حيث (  
(3) A x B = B x A     A = B  
(4) A x ( B U C ) = ( A x B ) U ( A x C )  

            A  x  ( B   C ) = ( A x B )   ( A x C )  
(5) ( A1 x A2 )   ( B1 x B2) =(        ( A1 x B2) 

                       A1 , A2 , B1 , B2  X 
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 Aفي نفديا بالرؾرة : A  فانو يسكؽ تعخيف حاصل الزخب الجيكارتي لمسجسؾعة   A = Bفي الحالة الخاصة عشجما 
}         A2 = A x A = { ( a , b ) : a , b ,      
 ( :1.2.2تعريف ) 

        δاذا كانت   A , Bنفخض أن السجسؾعتيؽ  
لتعشي ان    b a 𝛿 أو    𝛿 ( a , b ) ، ونكتب     Bالى   Aمؽ  ( Binary Relation )تدسى علاقة ثشائية  δفأن 

غيخ مختبط مع  aلتعشي أن العشرخ  𝛿 كسا نكتب  𝛿 (a,b)تأثيخ العلاقة  تحت  bمختبػ بالعشرخ  aالعشرخ 
علاقة ثشائية عمى السجسؾعة   𝛿فإنشا نقؾل أن      δفي الحالة الخاصة اذا كانت   𝛿وفق العلاقة  bالعشرخ 

A  اذا كانت .𝛿  علاقة ثشائية عمى السجسؾعةA فإن 
     𝛿   = { ( b , a )    A2 : ( a , b )   δ }    

  δ تدسى بالعلاقة العكدية لمعلاقة  
   A2تدسى قظخ السجسؾعة         A      = { ( a , a ) : aؾعةسالسج

 ( : 1.2.3تعريف ) 
 فأن : Aعلاقة ثشائية عمى السجؾعة  δنفخض 

وبرؾرة اخخى اذا      A xلكل    δ    ( x , x )اذا كان     ( Reflexive )عاكدة    δيقال أن العلاقة  -1
 .     δ  كانت   

    δ    ( x ,y )اذا كان    ( symmetric )متساثمة  δيقال أن العلاقة  -2
δ 1-برؾرة اخخى اذا كانت       A x,yلكل  δ    ( y , x )فأن   δ    . 

    اذا كان ( transitive )متعجية ) ناقمة (  δيقال أن العلاقة  -3
, x , y ,z   𝛿 لكل  ( x , z )   𝛿 فان  ( y , z )    𝛿 , ( x , y )   𝛿  

 اذا كان   ( anti symmetric )يقال أن العلاقة متخالفة   – 4
( ،     δ  ( y , x ) فأن   x = y  برؾرة اخخى اذا كانت    x   , y )   δ  

  𝛿   δ -1    

  :( 1.2.4تعريف ) 
    ( equivalence relation )تدسى علاقة تكافؤ  δالعلاقة 

 .  y 𝛿 xاذا كانت عاكدة ومتساثمة ومتعجية . في ىحه الحالة اذا كانت 
 .  x 𝛿  yبجلًا مؽ     x    yونكتب     yيكافئ العشرخ  xنقؾل أن العشرخ 

 A) مجسؾعة العشاصخ مؽ   A     aىؾ مجسؾعة كل العشاصخ السكافئة لمعشرخ aفرل التكافؤ السسثل بالعشرخ 
 ( 𝛿وفق علاقة التكافؤ   aالسختبظة بالعشرخ 
      {  x    A  : x  𝛿  a } =   [  a ]أي أن :  [ a ]ويخمد لو بالخمد 

 أي أن   / A  بالخمد 𝛿 ويخمد ليا   ( quotient set  )تدسى مجسؾعة فرؾل التكافؤ بسجسؾعة القدسة 
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                                                   = { [ a ] : a    A }  A / 𝛿    
  :(1.2.2نظرية )

 فأن : Aعلاقة تكافؤ عمى السجسؾعة   𝛿اذا كانت           
1) a      [ a ] ,      a      A  
2) a  𝛿 b         [ a ] = [ b ]  
3) a  𝛿  b          [ a ]      [ b ]      ∅   , (  a        b حيث  ) 

  :(1.2.3نظرية )  
أي أن  Aتذكل تجديئاً لمسجسؾعة  Aالسعخفة عمى السجسؾعة   𝛿لعلاقة التكافؤ   / 𝛿  A فرؾل التكافؤ   ة ؾعسمج 

. ويجب أن نلاحظ أن عكذ الشغخية صحيح ،  Aفرؾل التكافؤ غيخ متقاطعة مثشى مثشى واتحادىا يداوي السجسؾعة 
فأنيا    Aغيخ متقاطعة مثشى مثشى واتحادىا يداوي  Aعائمة مؽ السجسؾعة الجدئية   p = { pi } i lأي اذا كانت 

 بالرؾرة :   Aعمى    𝛿تعخف علاقة تكافؤ 
                a 𝛿 b        pi       p  : a , b      pi    

 .  pعشاصخ العائمة     eفرؾل تكافؤىا تتظابق مع عشاصخ التجدئ أي 
  :(1.2.5تعريف ) 

  partial order relation  ) )بعلاقة تختيب جدئي  𝛿تدسى العلاقة  
ونقؾل    a  𝛿   bبجلًا مؽ     a    bاذا كانت عاكدة ومتخالفة ومتعجية . في ىحه الحالة نكتب  Aعمى السجسؾعة 

 مختبة جدئياً . Aفشقؾل أن  Aعلاقة تختيب جدئي عمى السجسؾعة    إذا كانت . aيمي   bأو  aاكبخ أو يداوي   bأن 
 (1.2.6تعريف )

 مختبة جدئياً واي عشرخيؽ فييا متقارنيؽ  Aاذا كانت السجسؾعة (totally order)مختبة كمياً  Aتدسى السجسؾعة 
 مجلالة عمى علاقة التختيب الكمي( ل , A( وفي ىحه الحالة نكتب )  aأو    aمتقارنيؽ إذا كان   a,b)العشرخيؽ 

 ىي مجسؾعة مختبة جدئياً وفييا اي عشرخيؽ متقاربيؽ  مجسؾعة الاعجاد الحقيقية مع علاقة التختيب الظبيعية 
 ,P(X))يصرجخ كهٍبً ثًٍُب    ,R)هً علاقخ رصرٍت جزئً وعهى هسا فإٌ  P(X)انًعصفخ عهى "  كحلػ علاقة الاحتؾاء"

 يصرجخ رصرٍجبً جزئٍبً .   

 

 :(2.7. تعريف )

 مختبة تساماً أو مختبة تختيباُ حدشاً  A( مجسؾعة مختبة كمياً فإنشا نقؾل أن السجسؾعة A،    اذا كانت )  
( well ordered set   اذا كانت أي مجسؾعة جدئية وغيخ خالية مؽA  . تحتؾي عشرخ أصغخ 

 :(1.2.8)تعريف 
   S   Xمجسؾعة مختبة جدئياً ، (   x،    لتكؽ )   

 اذا تحقق   Sلمسجسؾعة   ( upper bound  )حج عمؾي  L    X  يقال أن العشرخ 
x    L ;      x      S  
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 اذا تحقق  Sلمسجسؾعة   ( Lower bound )  حج سفمي     𝓁ويقال أن العشرخ 
   x   ℓ;      x   S      

 :(1.2.9)تعريف 
اذا كان ليا حج عمؾي، ويقال أنيا  ( bounded from above )أنيا محجودة مؽ الأعمى   S   Xيقال لمسجسؾعة 

انيا محجودة  Sاذا كان ليا حج سفمي . ويقال لمسجسؾعة   ( bounded from below )محجودة مؽ الاسفل 
(bounded) ودة مؽ اعمى واسفل .حجإذا كانت م 

 :(1.2.1ملاحظة)
حج عمؾي فإنو يؾججعجد لا نيائي مؽ الحجود العمؾية ، واصغخ ىحه الحجود يدسى اصغخ  Sيلاحظ انيإذا كان لمسجسؾعة

ىحه اكبخ و  الدفمية  سفمي فإنو يؾجج ليا عجد لا نيائي مؽ الحجود حج S. وإذا كان لمسجسؾعة  Sحج عمؾي لمسجسؾعة 
 .  Sحج سفمى السجسؾعة  الحجود يدسى اكبخ

 فيسا يمي سؾف ندخد التعخيف الخياضي لأصغخ حج عمؾي واكبخ حج سفمي . 
 :(1.2.11)تعريف 

  S  Xلمسجسؾعة   ( supremum )أصغخ حج عمؾي    يقال أن العشرخ 
 اذا تحقق :

 (i  )   حج عمؾي لمسجسؾعةS 
 (ii  لا يؾجج لمسجسؾعة )S أي أنو اذا كان .   حج عمؾي أصغخ مؽL  حج عمؾي لمسجسؾعةS  فإن 

     L  . 
 . sup S =  بالخمد  Sنخمد لأصغخ حج عمؾي لمسجسؾعة 

 اذا تحقق : sup S =  أي أن       
(i  اذا كان )x      لجسيع قيؼ ،x    S  
 (ii  لكل )0 𝜀     يؾججX  S   بحيث أنx     +  ε  

 :(1.2.11)تعريف 
 اذا تحقق : (M = m a x  S )ونكتب  S   X لمسجسؾعة  ( maximum )قيسة عغسى  Mيقال إن   
 (i  )M  لمسجسؾعة  حج عمؾيS M   S ( ii )  . 

 اذا تحقق :   (m = min S )ونكتب  S   Xلمسجسؾعة  maximum ) (قيسة صغخى أو عشرخ أصغخ mويقال أن 
 (   m ( i حج سفمي لمسجسؾعةS       (ii  )m   S  . 

 :(1.2.3)نظرية 
 ىي أصغخ حج عمؾي S غسى ) الرغخى ( لمسجسؾعة عاذا وججت القيسة العغسى ) الرغخى ( فإن القيسة ال

 ) أكبخ حج سفمي ( ليحه السجسؾعة .
 البخىان :
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 Mحج عمؾي لمسجسؾعة فإن  Lحج عمؾي واذا كانت  M. أذاً مؽ التعخيف  Sىي القيسة العغسى لمسجسؾعة  Mلتكؽ     
   L     وذلػ لأن   S M  وبالتالي يكؾنM   ىؾ أصغخ حج عمؾي لمسجسؾعةS . 

 . Sىي أكبخ حج سفمي لمسجسؾعة  Sبالسثل يسكؽ بخىشة أن القيسة الرغخى لمسجسؾعة 

  :(1.2.1)ملاحظة 
 فأن  Sلمسجسؾعة  mوالقيسة الرغخى  Mوججت القيسة العغسى  اذا الشغخية الدابقة تشص عمى أنو  

M = inf S , M = sup S               . 
   ( Zorn's Lemma )زورون :  (1.2.1)بديهة 

أعمى السختبة كمياً محجودة مؽ و  Aمجسؾعة غيخ خالية ومختبة جدئياً وكانت السجسؾعات الجدئية مؽ  Aاذا كانت    
 تحتؾي عمى عشرخ أكبخ ) أصغخ ( .  Aأسفل ( فإن السجسؾعة (
    )( Functions: (1-3)الدوال  

 : (1.3.1)تعريف 
 Xبحيث أن كل عشرخ في Yالى السجسؾعة غيخ الخالية  X) الخاسؼ ( ىي علاقة مؽ السجسؾعة غيخ الخالية  او الجالة

 .Yيختبط بعشرخ وحيج في
لتعشي أن    f)   ( x , y )أو    y = f ( x )  . كسا نكتب Yالى X دالة مؽ fلتعشي أن   f : X →Y ونكتب

تحت تأثيخ الجالة أو الخاسؼ  Xالحي يشتسي الى السجسؾعة  xىؾ صؾرة العشرخ  Yالحي يشتسي الى السجسؾعة  yالعشرخ 
f  ويقال أن الستغيخ .y  دالة في الستغيخx . x  ، تدسى بالستغيخ السدتقلy  وعميو فإن تدسى بالستغيخ التابع .f   تكؾن

 اذا تحققت :  Yyعةالى السجسؾ  Xدالة مؽ السجسؾعة 
       y = z،  فإن    f   ،( x , z )   f   ( x , y )بحيث    x    Xلكل عشرخ 
  Yوالسجسؾعة  Dfالجالة ويخمد ليا   ( domain )  أو باخترار نظاق  fتدسى نظاق تعخيف الجالة  Xالسجسؾعة 

تحت  Xوالسختبظة بعشاصخ مؽ السجسؾعة   Yلمجالة عشاصخ السجسؾعة   ( co-domain )تدسى الشظاق السراحب 
 ، أي أن :  Rfأو    f ( X )الجالة ، ويخمد ليحه السجسؾعة بالخمد   ( range )تدسى ىحه  fتأثيخ الجالة 

                           Rf = { f ( x ) :      x      X }   
  وتدسى الجالة في ىحه الحالة دالة الستغيخ ،  تابعوعميو فإن الجالة ىي علاقة بيؽ متغيخيؽ متغيخ مدتقل ومتغيخ 

والجوال ذات الستغيخ الؾاحج والتي نظاقيا السراحب مجسؾعات جدئية مؽ   ( single variable function )الؾاحج 
 تدسى بالجوال الحقيقية ذات الستغيخ الحقيقي الؾاحج . Rمجسؾعة الأعجاد الحقيقية 

اما مجى .  حقيقية  f ( X )الجالة  الحقيقية التي تجعل قيسة  xىؾ قيؼ fفإن نظاق الجالة   y = f ( x )وعميو اذا كانت 
فأنشا نعتبخ نظاقيا ىؾ اقرى مجسؾعة  fواذا لؼ يحكخ نظاق الجالة . 𝒇(x)الجالة فيؾ القيؼ الحقيقية التي تأخحىا الجالة 
 حقيقية . f ( x )جعل قيؼ الجالة ت xوالتي عشاصخىا  Rجدئية مسكشة مؽ مجسؾعة الأعجاد الحقيقية 
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 :(1.3.2تعريف )
 الأصل اذا تحقق :متساثمة حؾل الشقظة  Rمؽ مجسؾعة الأعجاد الحقيقية  Aال أن السجسؾعة الجدئية يق 

                              x : x     A     -x      A             
 (1.3.3تعريف )

 تساثل حؾل نقظة الأصل وتحقق اذا كان نظاقيا م ( even function )دالة زوجية    f : A  → Bيقال أن الجالة 
:f(-x) =f(x);        

 ونلاحظ ان مشحشى الجالة الدوجية يكؾن متساثلًا حؾل محؾر الرادات . 
   ورحقق:  ازا كبٌ َطبقهب يزًبثم حىل َقطخ الاصم(odd function)ذانخ فصذٌخ A→B :𝒇ويقال ان الجالة 

 (-x) =𝒇 (x) ;      𝒇 

 وعلٌه فان منحنى الدالة الفردٌة ٌكون متماثلاً حول نمطة الاصل . 

 :(1.3.4تعريف )
 :اذا حققت  ( increasing )أنيا تدادية   f : A →  Bيقال أن الجالة  
 (X1)      f ( X2)  X1 , X2     A   : X1     X2   f   
 اذا حققت : (decreasing)أنيا تشاقرية  f:A→Bويقال لمجالة  

                 𝒇     𝒇     
  ( monotonic increasing )أنيا تدايجية فعلًا أو مظخدة الديادة .  f : A  →  Bويقال لمجالة 

   f ( X2)   X1 , X2     A   : X1     X2     f      (X1):  اذا حققت

:  اذا حققت  ( monotonic decreasing )أنيا تشاقرية فعلًا أو مظخدة الشقران    f : A  →  Bويقال لمجالة 

(X1)    f ( X2)   X1 , X2     A : X1     X2     f    ( 1.3.5تعخيف ) 

 .  Rfحج عمؾي لحجي الجالة  Lاذا كان    f : A  → Bحج عمؾي لمجالة  Lيقال إن  

 أي أن 
y     L ;     y     Rf   

 .  R fالجالة  حج سفمي لسجى𝓁اذا كان  fحج سفمي لمجالة 𝓁ويقال أن 
   y   𝓁;     y     Rfأي أن 

لجالة محجودة اذا كان لمجالة حج عمؾي فإنشا نقؾل أن الجالة محجودة مؽ الأعمى واذا كان لمجالة حج سفمي فإنشا نقؾل أن ا
 ,𝓁تكؾن محجودة اذا وجج 𝒇تكؾن محجودة اذا كانت محجودة مؽ أعمى ومؽ أسفل . أي أن الجالة  𝒇مؽ الاسفل . الجالة 

L  بحيث أنL     y      L ;      y     R f  
 l f ( X ) l      M ;      X      D fبحيث :   Mمحجودة اذا وفقط اذا وجج 𝒇وعميو تكؾن الجالة 
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 :(1.3.6تعريف )
أكبخ  𝓁  أصغخ حج عمؾي لحجي الجالة ويقال أن   اذا كان    f : A → Bاصغخ حج عمؾي لمجالة   يقال أن      

الجالة .   ويسكؽ تعخيف القيسة العغسى والقيسة الرغخى لمجالة  أكبخ حج سفمي لسجى 𝓁اذا كان   fحج سفمي لمجالة 
   ;    sup f = sup    ; 𝓁 = inf f – inf =  بالسثل وعميو فإن 

              M = max f = max R f ; m = min f = min R f . 
 :(1.3.1مثال )

 ادرس ما يمي :      √   h ( X ) = 7 – 3اذا كانت  
  ) أ ( ىل الجالة محجودة أم لا ؟

 إن وججت ؟   max h , min h , sup h , inf h) ب( أوجج 
 الحل :

 ) بخىؽ ذلػ (  R h = [ 1,7]ومجاىا ىؾ  Dh = [- 2,2 ]نظاق ىحه الجالة ىؾ 
 .  1الاسفل بالعجد  ، ومؽ 7) أ ( الجالة محجودة لأن مجاىا محجد مؽ الأعمى بالعجد 

 اذاً  Rh    7  ،1)ب( حيث أن 
 suph  = maxh = 7 ; infh = minh – 1                 

 :(1.3.7تعريف )
عمى  g o fوالتي يخمد  f , gنعخف الجالة التخكيبية  مؽ الجالتيؽ  f : A  →  B , g : B  →  Cنفخض الجالتيؽ      

 -الشحؾ التالي :
                     ;      x     A   (( g o f ) ( x ) = g ( f ( x )   

 .  Cونظاقيا السراحب ىؾ A  ىؾ السجسؾعة  g o fوفي ىحه الحالة يتزح أن نظاق الجالة التخكيبية 
 

                                                                 g o f  
                                   A                     C              

     g     f 
                                              B        
                                     

                   A        f         B      g         C 
 

 g (f(x))  gof X  
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يتكؾن فقط مؽ  g o fفإن نظاق الجالة التخكيبية       f : A → B  ; g : C →  Dعمى وجو العسؾم أذا كان : 

   Dg}        = { x   A : f (x)، أي أن : f (x)    Cبحيث أن  X   Aالعشاصخ 

             D𝒇}   D 𝑓   = { x   C : g (x)ٌعطً من العلالة f o g   6ونطاق الدالة 

 :(1.3.1)ملاحظة 

فإن نطاق          . واذا كان=        أي أن. fوهو نفسه نطاق   g o fفأن نطاق الدالة         اذا كا 

   =   أي أن   gهو نفسه    f o gالدالة 

 :(1.3.8)تعريف 

    (X1)اذا تحمك 6   ( injective )أو  ( one to one )دالة أحادٌة أو واحد لواحد     f : A → Bٌمال أن الدالة  

( X2)   X1 , X2     A : X1     X2    f     

        X1  =  X2  X1 , X2     A : f X1    f X2  ىحا يكافئ مشظقياً  
 :(1.3.9تعريف )

اذا كان مجاىا يداوي الشظاق   ( onto , surjective )والقيسة فؾقية أو غامخة  A → B     :f يقال أن الجالة 
 f ( xبحيث أن  x   A   يؾجج عشرخ  y   B. وىحا يعشي أنو لكل عشرخ  B =   السراحب ليا ، أي اذا تحقق 

) = y . 

 :(1.3.11تعريف )
 .اذا كانت أحادية وغامخة  ( bijective )أنيا تشاعخ أحجاي   f : A→ Bيقال لمجالة   

 أحادية  + غامخة ) أو فؾقية (  تشاعخ أحادي                          أي أن
bijective       injective   + surjective 

 :(1.3.2ملاحظات )

 .عمى وجو العسؾم الجالة الدوجية لا تكؾن أحادية عمى نظاقيا الستساثل  -1

 فأنيا تكؾن أحادية .  Aدالة تدايجية فعلًا ) أو تشاقرية فعلًا ( عمى السجسؾعة    f : A  →   Bاذا كانت الجالة  -2

 :  (1.3.11)تعريف
 كلاىسا دالة عكدية للأخخى اذا تحقق أن :   y = f (x) , y = g ( x )يقال إن الجالتيؽ 

 ( f o g ) ( x ) = X ;   X   D g &                      
  ( g o f ) (x) = X ;   X   D f 

   y = f-1 ( x ) .بالخمد  y = f ( x )ويخمد لمجالة العكدية لمجالة 
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 :تشاعخ أحادي فإن ليا دالة عكدية ىي   f : A  → Bمؽ ىحا التعخيف ندتشتج أنو اذا كانت الجالة  
( f-1 )-1= f ، f-1 : B  →  A 

 :(1.3.3ملاحظة )
تكؾن تشاعخ أحادي أيزاً   f-1 : B → Aدالة تشاعخ أحادي ، فإن الجالة العكدية ليا ىي    f : A  → Bاذا كانت 
 . ونجج ان   Df = Rf-1   ،Df-1= Rfويكؾن : 

( f-1 o f) ( x ) = x ;   x   A ; 
( f o f-1 ) ( x ) = x ;   x   B ;   

 :(1.3.1نظرية )
 فإن    C , D   y ʻ A , B   x. اذا كان     f : x → yنفخض الجالة   

( i ) f ( A        B )  = f ( A )    f ( B ) 
( ii ) f ( A      B )    f ( A )     f ( B ) 
( iii ) f-1 (A      B ) = f-1 ( A) U f-1 ( B )  
( iv) f-1 (  A      B) = f-1 ( A )    f-1 ( B ) 
( v ) f ( A – B )  f ( A ) – f ( B ) 
(vi) f-1 ( A – B ) = f-1 ( A ) – f-1 ( B ) 
(vii) A   f-1 f ( A ) ,        x 

 أحادية .f يحجث التداوي اذا وفقط اذا كانت  ʻ ( v ) ʻ ( ii ) (vii )في العلاقات 
( viii) f f-1 ( D )   D ;    D   y 

 شاممة .  fفي العلاقات  الدابقة يحجث تداوي  اذا وفقط اذا كانت 
 (ix) f-1 (⋃    

 
     = ⋃ 𝑓   

     (   ) ;     y  
(x) f-1 ( ⋂   

 
    ) = ⋂ 𝑓   

     (    ) ;            
 (x i ) f ( ⋂   

 
     ) = ⋃ 𝑓 

    (  ) ;      X 
 (xii ) f ( ⋂   

 
     )  ⋂ 𝑓 

     (  ) ;     X 
 :(1.3.12)تعريف 

مؽ مجسؾعة  fاذا كانت مشتيية أو يؾجج راسؼ تشاعخ أحادي     (countable )أنيا قابمة لمعج   Sيقال لمسجسؾعة  
أو برؾرة أخخى  Nعشاصخىا بؾاسظة  ( denumerable )، أي اذا أمكؽ تخقيؼ  Sالى السجسؾعة  Nالأعجاد الظبيعية 
  نيائية مؽ العشاصخ السختمفة  في صؾرة متتابعة لا Sاذا أمكؽ كتابة 

S = { a1 ,   , …… , an , ….. }  . 
، ومجسؾعة الأعجاد   Z، ومجسؾعة الأعجاد الرحيحة  Nالسجسؾعات القابمة لمعج مجسؾعة الأعجاد الظبيعية  اىؼ مؽ

فيي غيخ قابمة لمعج . كحلػ اي  فتخة مفتؾحة أو مغمقة مؽ مجسؾعة  R. أما مجسؾعة الأعجاد الحقيقية  Qالقياسية 
 تكؾن غيخ قابمة لمعج . Rالأعجاد الحقيقية 
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 :(1.3.13تعريف )
     اذا كان a    R R حيث  aعشج الشقظة  ( continuous )مترمة     f : G→ Rيقال إن الجالة  

   
 → 

𝑓    𝑓    
ε 0وىحا يعشي أنو لكل  δ  0يؾجج     بحٌث أن 6  

  𝜀      F ( a)| -    |f ( X )                X   G : |X – a |   𝛿    
. وىحا التعخيف  Gمترمة عمى الفتخة السفتؾحة اذا وفقط اذا كانت مترمة عشج جسيع نقاط السجسؾعة  fويقال أن الجالة 

 يكافئ القؾل بان : 
X     f ( a -  𝛿  , a +   𝛿      f ( X )       f ( f (a) -   𝛿  , f ( a ) +   𝛿  

 Uرىجر فزصح يفزىحخ )يجًىعخ يفزىحخ (    𝒇( a )تحتؾي V أي أنو اذا كان لكل فتخة مفتؾحة ) مجسؾعة مفتؾحة ( 

  f ( U )  U.بحيث أن  aرحزىي 
 :(1.3.2نظرية )
 مترمة اذا وفقط اذا كانت الرؾرة العكدية لكل مجسؾعة مفتؾحة ىي مجسؾعة مفتؾحة . fالجالة 

 ( Functions and Equivalence Relations ) :( 4-1)الدوال وعلاقة التكافؤ
 بالرؾرة :   Xعلاقة معخفة عمى   pدالة ،   f : x → yاذا كانت 

. x 𝜌    f ( x ) = f ( y ) ;      x , y      X   فإن 
                               Xتدسى علاقة تكافؤ ناتجة عؽ الجالة   Xىي علاقة تكافؤ عمى  p( العلاقة 1)

Equivalence relation determined by f )                                            ) 
    f-1 ( f ( X ) ) = px = [ X ] .فإن فرل التكافؤ ىؾ   x     X( اذا كانت 2)

 y px     f ( X) = f ( y )   y   f-1( f ( X )   y    [ X]لأن   

 :(1.4.1مثال )
 n! ;       𝒇= (n)معرفة بالصورة     x={0,1,2,3}  ،y={1,2,4,6} .:x→yلتكؽ 

 بالصورة X 6علالة معرفة على   ρإذا كانت 

X 𝜌     𝒇    𝒇              

𝜌 فإن                             2 2         

 علالة تكافؤ فصول التكافؤ   ρواضح ان 

{0}={0,1}=𝑓   𝒇    
{2}={2}=𝑓  𝒇    
{3}={3}=𝑓  𝑓    

 :(1.4.1نظرية)
 حيث   f : X → X /𝜌وكانت  Xعلاقة تكافؤ عمى السجسؾعة  𝜌اذا كانت   

f ( x ) = [ x ] ,      x     X   فإنf  دالة شاممة . واذا كانتζ  علاقة تكافؤ عمىX   ، 
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f : X → X / ζ  حيثf ( x ) = ζ X  لكلx   X   فإنζ   علاقة تكافؤ عمىX  ناتجة عؽf . 
 :  البرهان

   [ y ] = [ x ]فإن   x = yكانت  فإذا   X /p      = X =   حيث أن
 دالة . fوعميو فإن   f ( x ) = f ( y )ومشيا نجج أن 

[ x ]      X |  𝜌    x     X  &  f ( x ) = [ x ]     
 دالة شاممة  fأي أن 

 فإن  fناتجة عؽ  Xعمى علاقة تكافؤ  ζكحلػ اذا كانت 
( x , y )     ζ         ζ X   =  ζ y     f ( X ) = f ( y )     ( x , y )       𝜌 

 . ρ  =ζومؽ ثؼ فإن 

 :(1.4.1)تعريف 
  → 𝜋 :  X     حيث   ρ/X   𝜋 ( x ) = [ x ] ,    x     X الجالةتدسى 

     ( Natural or canonical function )بالجالة الظبيعية أو القانؾنية 

 :(1.4.2)نظرية 
 فإن    𝜌   ƞ  حيث Xعلاقة تكافؤ عمى  𝜌 , fناتجة عؽX علاقة تكافؤ عمى  ƞدالة ، f : x  →  yاذا كانت 

ƞ / 𝜌 علاقة تكافؤ عمى 𝜌| X ناتجة عؽ الجالة  . f /𝜌 : X| ƞ → y 
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 لفصل الثاني ا

 

 المفاهيم الاساسية :   

 ًالدوال المتصلة والتكافؤ التبولوج 

  الدوال المتصلة 
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 الفصل الثاني 

 الدوال المتصلة والتكافؤ التبولوجي

Continuous Functions and Topologyical Equivalent 

تصال الددوال ٌلعدب دوراً مهمداً فدً التحلٌدل الرٌاضدً والتبولدوجً وفدً العدٌدد مدن فدروع الرٌاضدٌات. أن ا أن 6مقدمة

 مفهوم الدوال المتصدلة )فدً الفضداءات الأللٌدٌدة ( ٌعتمدد علدى مفهدوم الددوال المترٌدة . فدً هدذا البداب سدنحاول إعطداء

التعرٌف الأساسً لمفهوم الدالة المتصلة من فضاء تبولوجً إلى فضاء تبولوجً آخر مدع دراسدة العدٌدد مدن التكدافؤات 

وأخٌراً لدمنا مفهدوم التشداكل  .لتعرٌف الأتصال . أٌضاً تعرضنا لمفهوم الدوال المفتوحة والدوال المغلمة وبعض الامثلة

 . )التكافؤ التبولوجً ( للفضاءات التبولوجٌة

 (Continuous Functions)   : )2-1(الدوال المتصلة 

  (:1.1.2تعريف )

دالددة متصددلة إذا وفمددط إذا كانددت الصددورة  X→Y𝒇:فضدداءٌٌن تبولددوجٌٌن .ٌمددال أن الدالددة    ,X,  (Y),(بفددرض ان)

 أي أن Xهً مجموعة مفتوحة فً Yالعكسٌة لأي مجموعة مفتوحة فً 

 (V) T 𝑓               

  (:1.1.2)مثال 

 . ونفرض Y={x,y,z} , X= {a,b,c }نفرض أن  

    {  ∅          } ،   ={X,∅            

 المعرفة بالصورة X→Y    6, 𝐠  𝒇 6ونفرض الدوال 

  Y g X  Y f X 

         

                                                

 

 

 

 دالة متصلة لأن𝒇 6نجد أن 

𝑓           𝑓
   ∅  ∅      

𝑓               𝑓
                   

                    

 (:1.1.2مثال )       

→ (X,D) :لتكن              𝒇  فإن𝒇 دالة متصلة لأنه اذا فرضنا أن 

V   فإنX 𝑓       وعلٌه فإن(V)   𝑓   ًإذا .𝑓       ًمفتوحة فX. 

     

 

a 

b 

c 

X 

Y 

z 

a 

b 

c 

X 

Y 

z 
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 :(1.1.2مثال )   

 دالة متصلة لأن 𝒇 6فإن   I) 𝒇:  X T → Yلٌكن        

𝑓  (Y)=X,𝑓   ∅    ∅    

 

 (:1.1.2مثال )       

 هً انرانخ انثبثزخ .  X T → Y   𝒇  :ان )   بفرض       

𝒇(x) =c    ثبثذ         

 ذانخ يزصهخ لأٌ : 𝒇فإٌ        

 

 

 

 

 

    Y     X 

 فإٌ : Yيجًىعخ يفزىحخ فً  Vَفصض أٌ              

 𝑓       {
∅   𝑓     
    𝑓      

  X,∅      

 (:1.1.2مثال)

:.هددل الدالدده R( هددو الفضدداء ذو المكمددلات المنتهٌددة علددى R,C، )Rهددو الفضدداء العددادي علددى  ( R,𝒰إذا كددان   →

 𝒇6 المعرفة بالصورة 

 دالة متصله؟x)(X) =    𝒇=(X       ;)دالة الوحدة( 

  الحل :

 فإن 𝒰 6مجموعه مفتوحة فً  𝒰 (a,b)بفرض أن 

𝑓   (     )          

[              لأن   b      لٌست مجموعة منتهٌة . إذاً الدالة𝒇 .نٍضذ يزصهخ 

 :(1.1.2مثال)

 X       ذانخ يزصهخ ،  𝒇( :Y,         → , X)نزكٍ )

 ذانخ انزقٍٍر . A  |𝒇يزصهخ حٍث 𝒇|A : (X ,      → Y     )     أثجذ أٌ 

 الحل :  

→A: A فأن دالة التمٌٌد  X   دالة ،  x→Y𝒇 :إزا كبَذ  Y|𝒇 : رعصف ثبنصىشح 

(𝒇|A) (x)= 𝒇(x) ;     

x 

 

 

 

       V 

c 
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 . Xيجًىعخ يفزىحخ فً    𝑓  (V)ذانخ يزصهخ فإٌ 𝒇وحٍث أٌ  Yيجًىعخ يفزىحخ فً  Vثفصض اٌ 

   A  𝑓         (V) إزاً 

 وحٍث أٌ   ,A) (أي يجًىعه يفزىحخ فً انفضبء انجزئً

  𝒇-1 v  𝒇|A   (V) =A   (𝒇 |A)-1ذانخ يزصهخ 

 

        f                                                 

f|A                                         

 

  

 

  

  A 𝑓         

                    

  (:1.1.2نظرية )

:𝐠   𝒇ذانزٍٍ يزصهزٍٍ فإإٌ  𝒇:X→Y ،:Y→Z 𝐠رحصٍم ذانزٍٍ يزصهزٍٍ هى ذانخ يزصهخ .أي إزا كبٌ كم يٍ   →   

 ذانخ يزصهخ اٌضبً.

  (:1.1.2تعريف )

:P    𝒇َفصض انرانخ   → انصىشح انعكضإٍخ نكإم جإىاش نهُقطإخ)  كبَذ إزا Pيزصهخ عُر انُقطخ  𝒇ٌقبل اٌ انرانخ ، 

p )𝒇  هً جىاش نهُقطخp  ٌأي ا.: 

      𝑓    𝒇-1(N)      

 (:1.1.2مثال )

 . وَفصض  Y={x,y,z} , X={a,b,c}َفصض 

   {  ∅          }       ∅      

 ذانخ يعصفخ ثبنصىشح  𝒇 :X→Yوازا كبَذ 

 

  x
 
→    

 

 

 

 

 ؟ cونكُهب غٍص يزصهخ عُر  aذانخ يزصهخ عُر  𝒇ثٍٍ أٌ 

x  

𝒇(X) 

 

V 

a 

b 

c 

x 

y 

z 
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 الحل:

(i)  يجًىعخ جىاشاد(a)𝒇 : 

                               

 

                      a 6= {X,{a},{a,b},{a,c}}مجموعة جوارات 

    𝒇-1 ({x}) ={a}        (Y) = X        𝑓,والآن

𝑓                     𝑓                     

 . aمتصلة عند  𝒇اي أن 

   ={X} ;N𝒇(c) =Nz ={Y,{x,z}}  (ii)   

 𝒇-1      {a,c} = ({x,y})والآن  
 

 . bلٌست متصلة عند  𝒇اذاً 

والآن نتعددرض لخددواص الدددوال المتصددلة وذلددن عددن طرٌددك العلالددة بددٌن اتصددال الدالددة  وغلالددة المجموعددة وداخلٌددة 

 المجموعة والاساس والأساس الجزئً والجوار.

  (:1.1.2نظرية )

 ذانخ فإٌ انعجبشاد اَرٍخ يزكبفئخ : X →Y 6𝒇لتكن 

( )  𝒇 .ذانخ يزصهخ 

 . Xركىٌ يغهقخ فً  yانصىشح انعكضٍخ نكم يجًىعخ يغهقخ فً   (2)

( )     𝑓   ̅̅ ̅̅ ̅̅    𝒇(  ̅ نكم    Y   

( ) 𝑓      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    𝒇-1 ( ̅)  نكم    y . 

(5) 𝒇   ذانخ يزصهخ عُر كم َقطخp    . 

(6) -1 (B) 𝒇  ًيجًىعخ يفزىحخ فX  نكمB      اصبس نهزجىنىجً عهى   حٍثY . 

(7)  (S) 𝑓    ًمجموعة مفتوحة فX  لكلS     حٌثS  اساس جزئً للتبولوجً علىX . 

 (8    )(A))o      𝑓   (   𝑓    لكل  Y   

   :   (2) البرهان:

ذانخ يزصهخ  𝒇وحٍث اٌ Y يجًىعخ يفزىحخ فً    فإٌ   Y فً يغهقخ يجًىعخ Fذانخ يزصهخ وأٌ  𝑓ثفصض اٌ 

 فإٌ 

) (   𝑓    ًيجًىعخ يفزىحخ فX ٍونك 

 (F))c  )= (𝑓   (   𝑓   إزا .(F)   𝑓    

 . Xيجًىعخ يغهقخ فً 

يزصإهخ .  𝒇ولإثجإبد أٌ  Xهإً يغهقإخ فإً  Yفإً  Fوانعكش ، ثفصض أٌ انصىشح انعكضإٍخ نكإم يجًىعإخ يغهقإخ 

   𝑓(  (  وثأصإزدراو انفإصض Yيجًىعإخ يغهقإخ فإً  Gcويإٍ ثإى فإإٌ Yيجًىعخ يفزىحإخ فإً  Gنسنك َفصض 

 𝒇وثبنزبنً فإٌ  Xيجًىعخ يفزىحخ فً    𝑓( (Gإزاً    𝑓   )  c(𝑓   (G))=(ونكٍ Xيجًىعخ يغهقخ فً 

 ذانخ يزصهخ .
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( )   :  

̅̅   𝑓فإإٌ   X  ذانإخ يزصإهخ وأٌ   𝒇ثفصض أٌ  ̅̅ ̅̅   𝑓)ويإٍ ثإى فإإٌ Yيجًىعإخ يغهقإخ فإً  ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑓    يجًىعإخ

    أي أٌ Xيغهقخ فً 

 

 𝒇-1(𝑓   ̅̅ ̅̅ ̅̅ )= 𝑓    𝑓   ̅̅ ̅̅ ̅̅  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 

̅̅   𝒇       𝑓    𝑓)واٌَ            ̅̅ ̅̅      𝑓    وعهٍه َحصم عهى . 

           ̅    𝑓  (𝑓   ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  𝑓   𝑓   ̅̅ ̅̅ ̅̅  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  . ويُهب َجر أٌ   ̅

𝒇( ̅    𝒇(𝑓     𝑓   ̅̅ ̅̅ ̅̅     𝑓   ̅̅ ̅̅ ̅̅ 

̅̅   𝒇( ̅    𝑓 ازٌ                                                 ̅̅ ̅̅                                             

̅̅   𝑓    ̅ )والعكس ، نفرض أن  ̅̅ ̅̅𝒇  نكم    X  ٌوانًطهىة اثجبد ا𝒇  ٌذانخ يزصهخ ، نسنك َفصض أF 

 .      A=𝑓، ثىضع  Yيجًىعخ يغهقخ فً 

̅̅     𝑓   ̅  𝒇( 𝒇ازاً  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  𝒇 𝒇      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ̅    

 𝑓      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    𝑓   𝒇 𝑓      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅      𝒇        ًإذا    

̅̅      𝑓        𝑓ولكن  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅      𝑓       𝑓   . إذاً  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 

  . Xمجموعة مغلمة فً        𝑓أي أن 

( ) ( : ) 

 ( وبأستخدام )       X       𝑓فإن      Bنفرض أن 

 𝒇(𝑓      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    𝑓  𝑓       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅     ̅ . 

̅̅      𝑓إذاً   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    𝑓     ̅  

 وباستخدام الفرض Yمجموعة مغلمة فً  ̅̅̅̅  وبالتالً فإن  Yمجموعة مفتوحة فً  ̅ والعكس ، نفرض أن 

𝑓       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    𝑓      ̅̅̅̅    𝑓  (   =  𝑓         

̅̅       𝑓          𝑓ولكن   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ . 

̅̅       𝑓 (  ) إذاً   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   𝑓   

 دالة متصلة . 𝒇أي ان  Xمجموعة مفتوحة فً       𝑓 ومن ثم فإن  Xمجموعة مغلمة فً         𝑓وعلٌه فإن 

(5) (  :) 

   N    𝑓اي ان 𝒇(P)جوار للنمطة      N , Pدالة متصلة . نفرض ان  𝒇بفرض ان 

 . 𝒇      (P)بحٌث     Uوعلٌه ٌوجد  

    مجموعدددة مفتوحدددة وعلٌدده فدددإن       𝑓دالددة متصدددلة فدددإن  𝒇وحٌدددث ان        P   𝑓        𝑓ازاً 

𝑓        ، 

 .    Pدالة متصلة عند كل نمطة   𝒇اختٌارٌة فإن  Pوحٌث أن  Pدالة متصلة عند النمطة   𝒇إذاً  

 ،  Yمجموعة مفتوحة فً  Vوأن     Pدالة متصلة عند    𝒇والعكس ، نفرض أن 

p  𝑓      وعلٌه فإن  (P)  𝒇  ٌويُهب فإV        
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 ذانخ يزصهخ . 𝒇يجًىعخ يفزىحخ ازاً          𝑓وعهٍه فبٌ       𝑓  (V)،    ازا 

(6 )  ( : ) 

      Bلكدل            𝑓ومن ثدم فدإن      أي ان  Yأساس للتبولوجً على   دالة متصلة ،  𝒇بفرض أن 

 B     1لكل  Xمجموعة مفتوحة فً        𝑓، إذاً 

 

 أساس  وحٌث ان  Yمجموعة مفتوحة فً  Vوالعكس ، نفرض أن 

 وعلٌه فإن      =V ;     فإن  Yللتبولوجً على 

𝑓        𝑓      
 
   ) = 

 
 𝑓       

      𝑓هددً اتحدداد مجموعددات مفتوحددة وبالتددالً فددإن      𝑓فددإن  Xمجموعددة مفتوحددة فددً        𝑓وحٌددث أن 

 دالة متصلة  𝒇مجموعة مفتوحة أي أن 

(7) ( :) 

 Xمجموعدة مفتوحدة فدً         𝑓ومن ثدم فدإن  Y مجموعة مفتوحة فً    فإن  Y  دالة متصلة ،  𝒇نفرض أن 

          𝑓        𝑓أي أن 

 وعلٌه فإن       𝑓       𝑓فإن      وبما أن 

𝑓        𝑓           𝑓        

         𝑓        𝑓إذاً 

  ٌتحمك Y  والعكس ، نفرض أن لكل 

 𝑓         𝑓        

   =Gأي أن  Yمجموعة مفتوحة فً  Gدالة متصلة ، نفرض ان  𝒇ولإثبات أن 

 ولكن         𝑓      𝑓        𝑓إذاً 

 (𝑓     )
 
  𝑓      

      𝑓. اذا        𝑓  (G)= 𝑓وبناء على ذلن فان 

 دالة متصلة .  𝒇م فإن ومن ث Xمجموعة مفتوحة فً 

 (:8.1.2مثال )

 .Iإنى انفزصح انًغهقخ  Xذانخ يٍ انفضبء انزجىنىجً  x→I     ]𝒇 :نفرض أن 

 ذانخ يزصهخ . 𝒇فإٌ a>0  ،b<1نكم  Iيجًىعبد يفزىحخ فً   [       𝑓  (     ) 𝑓ثٍٍ اَه إزا كبَذ 

 الحل :

[     (b,0]فإٌ  a>0  ،b<1حٍث            

      S={(a,1],[0,b):a>0,b<1}ونسنك فإٌ انعبئهخ 

فإَإإه  Iيجًىعإإبد يفزىحإإخ فإإً           𝑓       ]   ،𝑓. وإزا كبَإإذ  Iأصإإبس جزئإإً نهزجىنإإىجً انًعإإصف عهإإى 

 يزصهخ . 𝒇( أٌ انرانخ 2. . ٌُزج يٍ َظصٌخ)
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 (:1.32.نظرية )

→𝒇:X، إزا كبَإذ  Xعبئهخ يٍ انزجىنىجٍإبد انًعصفإخ عهإى انًجًىعإخ     } ; .  2     َفصض أٌ  ذانإخ يزصإهخ  

⋂   يزصهخ ثبنُضجخ إنى انزجىنىجً  𝒇. فإٌ  iنكم   ثبنُضجخ إنى      . 

 البرهان :

 ذانخ يزصهخ فإٌ 𝒇، حٍث أٌ Yيجًىعخ يفزىحخ فً  Gَفصض أٌ 

 𝑓          نكمi  ٌيٍ زنك َجر أ .𝑓       ⋂        

 .  ηذانخ يزصهخ ثبنُضجخ نهزجىنىجً  𝒇أي أٌ 

 (:1.1.2نظرية)

: 𝑓َفصض أٌ   →  عبئهخ يٍ انروال ، وَفصض اٌ  (      

S=⋃  𝑓 
     :        

 فإٌ : Sهى انزجىنىجً انًىنر ثىاصطخ   Xعهى  Tηَفصض انزجىنىجً

( ) 𝑓   يزصهخ نكمi 

 . T   ركىٌ يزصهخ فإٌ   𝑓ثحٍث أٌ كم انروال  Xهى رقبطع كم انزجىنىجٍبد عهى    إزا كبَذ  (2)

( )T هى أضعف رجىنىجً عهىX  ثحٍث اٌ كم انروال𝑓  . ركىٌ يزصهخ 

(  )S  ًاصبس جزئً نهزجىنىجT. 

 البرهان :

: 𝑓نكم ذانخ  ( )  →  𝑓فإٌ       Hإزا كبَذ     ,   
        

 𝑓فإٌ    S  وحٍث أٌ
 يزصهخ .  𝑓. إزاً كم انروال         

 ،   يزصهخ ثبنُضجخ نهزجىنىجً   𝑓( انروال  . . يٍ َظصٌخ ) (2)

هإى أحإر انزجىنىجٍإبد  ηآخإص      .يإٍ جبَإت      فإإٌ  Sهإى انزجىنإىجً انًىنإر ثىاصإطخ  Tηوحٍإث أٌ.     Sإزاً    

 ذوال يزصهخ ، يٍ زنك َضزُزج أٌ  𝑓ثحٍث أٌ 

 .      ،وعهٍه فإٌ           

 ( .2واضح من ) (3)

أسداس  Sفدإن  Xأسداس جزئدً لتبولدوجً علدى  هدو Xحٌث ان أي من تجمع من المجموعدات الجزئٌدة مدن  (4)

 . جزئً للتبولوجً

 (:1.1.2مثال)

                     ∅     ، Y={a,b,c,d}نفرض 

  ثبنصىشح انزبنٍخ :      →X→(Y,  𝒇  ،g:X:نعرف الدوال  X={1,2,3,4}ونفرض 
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 .𝒇,gانًىنر ثىاصطخ انروال X عهى      نهزجىنىجً  Sأوجر الأصبس انجزئً 

 الحل :

S={𝑓     :             :     

 . 𝐠،𝒇ثىاصطخ انروال  Xيكىَخ يٍ انصىش انعكضٍخ نهًجًىعبد انًفزىحخ فً Sأي أٌ 

 إزاً 

S={X,∅,{1,2,4},{3},{2,3},{1,2,4},{2,3,4}} 
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 الخاتمة

 

الحمد لله تعالى الذي وفمنا فً تمدٌم هذا البحث ، وها هً المطرات الأخٌرة فً 

مشوار هذا البحث ولد كان البحث عن التبولوجٌا العامة  ولد بذلنا كل الجهد 

لكً ٌخرج هذا البحث بهذا الشكل ونرجو من الله تعالى أن تكون رحلة  والبذل

ممتعة وشٌمة . وكذلن نرجو أن تكون ارتمت بدرجات العمل والفكر حٌث لم ٌكن 

الجهد بالجهد الٌسٌر ونحن لا ندعً الكمال فإن الكمال لله عز وجل فمط. نحن 

واخٌراً نرجو أن ٌكون  لدمنا كل الجهد لهذا البحث فإن وفمنا لمن الله عز وجل

 البحث لد نال إعجابكم .
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