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 -انًقذيت :

نشأ موضوع المعادلات التفاضلٌة مرافقاً لنشؤ موضوع حساب التفاضل والتكامل وتطورا سوٌا ، وقد كان 

للعرب فضل كبٌر فً التمهٌد لإٌجاد حساب التفاضل والتكامل . فقد ثبت ان ابن قرة استعمل نظرٌة افناء 

مكافا ، حول محوره حساب حجم الجسم المتولد من دون القطع ال ( theory of Exhaustion)الفرق 

 وهً تقابل عملً التكامل فً حساب الحجوم الدورابٌة .

وقد الف ابو الفتح عبد الرحمن المنصور الخزانً ) الملقب بالخازن ( وهو من علماء العرب اللذٌن عاشوا 

فً النصف الاول من القرن الثانً عشر للمٌلاد : كتاب مٌان الحكمة هو واحد من الكتب الكثٌرة التً 

 وصلت الى الاوربٌٌن وترجمت الى لغاتهم ابان عصور النهضة ومهدت فً تطور العلوم الحدٌثة . 

لقد جاء فً كتاب بمٌزان الحكمة العلاقة الصحٌحة بٌن السرعة التً ٌسقط بها الجسم نحو الارض والبعد 

ت التً نسبت الى والمعادلاالذي ٌقطعه والزمن الذي ٌستغرقه وهً العلاقات التً ٌنص علٌها القوانٌن 

 ( . 4531-4453غالٌلو )

وجاء اٌضا فً كتاب مٌزان الحكمة وجود قوة جاذبٌة على جمٌع جزٌبات الاجسام وهذه القوة تبٌن صفة 

ذلك الاجسام وكذلك وجود قوة تجذب هذه الاجسام بأتجاه مركز الارض وان اختلاف قوة الجذب ٌتبع 

  المسافة بٌن الجسم الساقط ومركز الارض .

ومن المواضٌع الاخرى التً مهدت لأكتشاف التفاضل وبالتالً المعادلات التفاضلٌة هو الرقاص ) بندول 

 م ( كان قد اخترع الرقاص  4001الساعة ( المنسوب الى غالٌلو . لكن ابن ٌونس المصري المتوفً )عام 

(4) 



 . واستعمله فً الساعات الدقاقة وفً حساب الفترات الزمنٌة اثناء الرصد

ٌتضح من هذا انه كان لهذه المواضٌع الف بحثها العرب اثر كبٌر غٌر مباشر على اكتشاف موضوع 

المعادلات التفاضلٌة فالدقة والتعمق فً الدراسة هذه المواضٌع العلمٌة اوجدت المعادلات التفاضلٌة ومن 

الى معادلة تفاضلً  بندول الساعة تؤدياجل حلوله تجردت واصبحت موضوعا قابما بذاته دراسة حركة 

 من الرتبة الثانٌة . وكذلك بالنسبة لقوة الجذب و السرعة والمسافة كلها تؤدي الى معادلات تفاضلٌة مختلفة .

الاوربٌون من النقطة التً انتهى بها الٌونان ) وربما ابعد من ذلك لان العرب حفظت  ولولا العرب لأبتدأ

 هذا التراث الٌونانٌٌن وزادت علٌه ( ولتأخٌر عصر النهضة عدة قرون .

تتضمن المعادلات الفاضلٌة وسابل رٌاضٌة مهمة تطبق فً مختلف حقول المعرفة فبواسطتها ٌمكن فهم 

واستٌعاب الكثٌر من الافكار العلمٌة فً مختلف الفروع .تدخل المعادلات التفاضلٌة فً دراسة قوانٌن 

النشاط الاشعاعً الحركة والتجاذب ومواضٌع المٌكانٌك الكمً والترمودا بٌنمكس والحركة الموجٌة و

والدوابر الكهربابٌة و التفاعلات الكٌمٌاوٌة . واصبحت المعادلات التفاضلٌة وطرق حلها تساعد الباحث 

 العلمً على فهم مظاهر التقدم والرقً فً مختلف العلوم الحدٌثة المتطورة .
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 : (Abstract)انًهخص 

 -ٌرؼّٓ ٘زا اٌثحس شلاشح فظٛي :

ظض ٘زا اٌفظً ٌؼشع تؼغ اٌرؼاسٌف الاعاعٍح ِصً ذظٍٕف اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح ِٓ اٌفظً الاٚي : خ

 حٍس اٌشذثح ٚاٌذسجح ِٚفَٙٛ اٌحً اٌؼاَ ٚاٌحً اٌخاص ٚاٌحً اٌشار ٌٍّؼادٌح اٌرفاػٍٍح .

 

اٌفظً اٌصأً : خظض ٘زا اٌفظً ٌذساعح ؽشق حً اٌّؼادلاخ اٌرفاػٍٍح ِٓ اٌشذثح الاٌٚى ِصً فظً 

حً اٌّؼادٌح  –اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح اٌراِح  –حً اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح اٌّرجأغح ِٓ اٌشذثح الاٌٚى  –اٌّرغٍشاخ 

 ِؼادٌح تشًٌٔٛ . –اٌغٍش ذاِح تاعرخذاَ ػاًِ اٌّىاٍِح 

 

اٌفظً اٌصاٌس : خظض ٘زا اٌفظً ٌذساعح ذطثٍماخ اٌّؼادلاخ اٌرفاػٍٍح ِٓ اٌشذثح الاٌٚى ٚرٌه ِٓ خلاي 

 حشوح الاجغاَ . –اٌذٚائش اٌىٙشتائٍح  –ِؼادٌح الأحلاي  –لاذٍح : ِؼادٌح إٌّٛ دساعح اٌرطثٍماخ ا
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 انفصم الاول 

Chapter one  

 Basic Conceptsانًفاهيى الاساسيت 

 ( Introduction)انًقذيت  1-1

ٌمذ ادسن رٌه اْ اٌّؼادلاخ اٌرفاػٍٍح اعاعٍح ٌفُٙ وصٍش ِٓ اٌّغائً اٌفٍضٌاٌٚح ٚاٌشٌاػٍح اٌّّٙح 

اعحاق ٍٔٛذٓ فً اٌمشْ اٌغاتغ ػشش ار اعرخذَ اٌّؼادلاخ فً دساعرٗ ٌحشوح اٌجغٍّاخ ٚالاجشاَ 

اٌغّاٌٚح 
(1)  

، ذؼرثش اٌّؼادلاخ اٌرفاػٍٍح ِٓ اٌّٛاػٍغ اٌّّٙح فً اٌشٌاػٍاخ ٚاٌثحرح ٚاٌرطثٍمٍح 

إٌٙذعح اٌىٙشتائٍح ٚاٌٍّىأٍىٍح ًٚ٘ اٌشاتؾ تٍٓ اٌؼٍَٛ اٌشٌاػٍح ٚإٌٙذعٍح ، فلا ذخٍٛ ِٛاػٍغ 

 ٚالأشائٍح ِٓ أٛاع اٌّؼادلاخ اٌىٍٍّائٍح .

لا ذٛجذ ؽشق سٌاػٍح ػاِح ٌحً اٌّؼادلاخ اٌرفاػٍٍح ، ٕٚ٘اٌه تؼغ اٌطشق ٌّىٓ ذؼٍّّٙا ػٍى           

ق ػاِح ِجّٛػح خاطح ِٓ اٌّؼادلاخ اٌرفاػٍٍح ، حرى اٌطشق اٌؼذدٌح ٚؽشٌمح اٌؼٕاطش إٌّرٍٙح ٌٍغرا ؽش

ٌحً جٍّغ اٌّؼادلاخ اٌرفاػٍٍح فً وً اٌششائؾ . ٌّٚىٓ اْ ٌظثح ٔرٍجح احذ تحٛز اٌّاجغرٍش اٚ اٌذورٛساٖ 

 ِؼادٌح ذفاػٍٍح ِٚٓ شُ حٍٙا تطشق ذحٍٍٍٍح اٚ ػذدٌح .

ٌٍٛح ِٚا صاٌد اٌّؼادلاخ اٌرفاػٍٍح ِٕز ػٙذ ٍٔٛذٓ ذغرخذَ فً فُٙ اٌؼٍَٛ اٌفٍضٌائٍح ٚإٌٙذعٍح ٚاٌىٍٍّائٍح ٚاٌح

الالرظادٌح ٚالاجرّاػٍح تالإػافح اٌى ِغاّ٘رٙا فً دساعح اٌرحًٍٍ اٌشٌاػً ٚاِرذخ اعرخذاِاذٙا فً اٌؼٍَٛ 

ٚذطٛسخ اٌّؼادلاخ اٌرفاػٍٍح ٚذضاٌذخ اٍّ٘رٙا فً جٍّغ ِجالاخ اٌؼٍَٛ ٚذطثٍماذٙا
(2) 
 . 
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 : (1.1.1)تعزيف 

: ً٘ ِؼادٌح ذحرٛي  ordinary Differential Equation (O.D.E)اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح الاػرٍادٌح  -1

 ػٍى ِشرماخ اٚ ذفاػٍٍاخ داٌح ِجٌٙٛح اٚ ػذج دٚاي ِجٌٙٛح ذؼرّذ ػٍى ِرغٍش ِغرمً ٚاحذ .

ِصً : 
  

  
 𝑥    𝑥  𝑦  

 

: ً٘ ِؼادٌح سٌاػٍح  Ordinary Differential Equation (O.D.E)اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح اٌجضئٍح  -2

لأوصش ِٓ ِرغٍش ٚاحذ ِغ اٌّشرماخ اٌجضئٍح  unknown functionٍى داٌح ِجٌٙٛح ذحرٛي ػ

 تإٌغثح ٌٍّرغٍشاخ اٌّغرمٍح .

 :0=ِصً 
   

   
 

   

   
 

   

   
  

 

 
  

 تصُيف انًعادنت انتفاضهيت 2-1

 اٌرفاػٍٍح :ؼادٌح ذثح اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح ٚدسجح اٌٌّرظٍٕف اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح ٔغرخذَ ِفَٙٛ س         

 

ذؼشٌف :  (1.2.1)  

: ً٘ اػٍى ِشرمح ) ِؼاًِ ذفاػًٍ ( ٌٍّرغٍش اٌّغرمً فً اٌّؼادٌح  (Order)سذثح اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح  -1

اٌرفاػٍٍح .
(5)

 

: ً٘ اٌذسجح اٌجثشٌح ٌٍّشرمح راخ اػٍى سذثح ذظٙش فً  (Degree)دسجح اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح  -2

اٌّؼادٌح 
(6 )

. 

 ِصاي : 

 γ      𝑥          ذفاػٍٍح ِٓ اٌشذثح اٌصاٌصح ٚاٌذسجح الاٌٚى . ِؼادٌح 

 
  

  
     𝑥 𝑦   𝑦      . ِؼادٌح ذفاػٍٍح ِٓ اٌشذثح الاٌٚى ٚاٌذسجح الاٌٚى 

 

𝑦    √𝑥ِصاي : حذد سذثح ٚدسجح اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح   𝑦  
 

 اٌحً : 

ترىؼٍة اٌطشفٍٓ ٔحظً ػٍى
3 
=x +y

2
   𝑦    ِٓ اٌشذثح اٌصأٍح ٚاٌذسجح اٌصاٌصح .ًٚ٘ ِؼادٌح ذفاػٍٍح 
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 تأخذ انصىرة  n: انًعادنت انتفاضهيت انخطيت يٍ انزتبت  (1.2.2)تعزيف 

     𝑥 𝑦
         𝑥 𝑦

               𝑥 𝑦
      𝑥 𝑦    𝑥  

لا ذغاٚي طفش فإْ  q(x)ذغاٚي طفش فإْ اٌّؼادٌح ذىْٛ ِرجأغح اِا ارا وأد اٌذاٌح  q(x)فإرا وأد اٌذاٌح 

 اٌّؼادٌح ذىْٛ غٍش ِرجأغح .

 

 ِصاي : 

    : اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح+ 𝑥𝑦  
   

   
 𝑦   𝑥       ِٓ ِؼادٌح ذفاػٍٍح خطٍح غٍش ِرجأغح ً٘

 اٌّشذثح الاٌٚى .

𝑥 𝑦              اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح                 √𝑦   𝑥    ِؼادٌح ذفاػٍٍح غٍش خطٍح ً٘

   𝑦√ِٓ اٌشذثح اٌصأٍح ٚرٌه ٌٛجٛد 

 
 

 

 حم انًعادنت انتفاضهيت  2-1

𝑦ٌرىٓ     𝑥   داٌح ِؼشفح ػٍى فرشج(a-b)  ٚلاتٍح ٌلإشرماق ػذدn  اٌّشاخ ػٍى ٔفظ اٌفرشج ِٓ(a-b) 

𝑦فإرا وأد اٌذاٌح     𝑥   لا ذحمك اٌّؼادٌح ِٓ اٌشذثحn  فإْ اٌذاٌح𝑦    𝑥   ذغّى ٌٍّؼادٌح اٌرفاػٍٍح

 (a ,b)ػٍى اٌفرشج 

 

𝑦ِصاي : اٌذاٌح       𝑥 ذحمك اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح    𝑦   𝑦   ػٍى اٌفرشج 
 

 
   

   

 
 

𝑥  𝑦       ٚرٌه لأْ   

𝑥ٚتاٌراًٌ                 

𝑦إرْ       𝑥  . ٌّصً حلا ٌٍّؼادٌح اٌرفاػٍٍح 

 

 : ذؼشٌف(1.3.1) 

: ٘ٛ حً ٌحمك اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح ٌٚجة  nِٓ اٌشذثح  (General solution )اٌحً اٌؼاَ ٌٍّؼادٌح           

 ِٓ اٌصٛاتد الاخرٍاسٌح ٌٚأخز اٌظٛسج : nاْ ٌحرٛي ػٍى ػذد 

𝑦= 1𝑦1+ 2𝑦2+ +  𝑦  

 

 
  

 

 

(6) 

 



ِٓ اٌذٚاي  nً٘ ِجّٛػح    𝑦1,𝑦2   𝑦ِٓ اٌصٛاتد الاخرٍاسٌح ٚ  nً٘ ِجّٛػح       2 ,1 حٍس 

 اٌّخرٍفح ) اٌّغرمٍح خطٍا ( ٚاٌرً ذحمك اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح .

 

ٌٍّؼادٌح اٌرفاػٍٍح : ٘ٛ حً ٌحمك اٌّؼادٌح  (Special solution): اٌحً اٌخاص ذؼشٌف(1.3.2) 

 اٌرفاػٍٍح ٌٚغرٕغخ ِٓ اٌحً اٌؼاَ ٚرٌه تإػطاء اٌصٛاتد لٍُ اخرٍاسٌح .

 

ٌٍّؼادٌح اٌرفاػٍٍح : ٘ٛ حً ٌحمك  (Singular solution)اٌحً اٌشار ) إٌّفشد(  ذؼشٌف:  (1.3.3)

 اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح ٚلا ٌّىٓ ٚلا ٌّىٓ اْ ٌغرٕغخ ِٓ اٌحً اٌؼاَ ٚرٌه تإػطاء اٌصٛاتد لٍُ اخرٍاسٌح .

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (7) 



 انفصم انثاَي

Chapter two 

 انًعادلاث انتفاضهيت الاعتياديت يٍ انزتبت الاونً 

Ordinary Differential Equation of order one 

  Introductionانًقذيت 

 من الرتبة الاولى تأخذ الصورة :المعادلة التفاضلٌة 

 (𝑥,𝑦,𝑦′)=0 أو 𝑦′= (𝑥,𝑦)=0 أو 𝑀𝑑𝑥+𝑁𝑑𝑦=0  حٌثM,N 

وتحتوي على  yمع المتغٌر التابع  xالعام للمعادلة التفاضلٌة هو اٌجاد دالة تربط بٌن التغٌر المستقل والحل 

 ثابت واحد وتحقق المعادلة التفاضلٌة .

 

   Separation of variablesفصل المتغٌرات  2-1

 : المعادلة التفاضلٌة التً تأخذ الصورة : تعرٌف (2.1.1) 

                                                                      1(𝑥)𝑑𝑥+ 2(𝑦)𝑑𝑦=0  

 تسمى معادلة تفاضلٌة ذات المتغٌرات المنفصلة .

 

 ولحل المعادلة التفاضلٌة ذات المتغٌرات المنفصلة :

 1(𝑥)𝑑𝑥+ 2(𝑦)𝑑𝑦=0  

  ∫ 1(𝑥)𝑑𝑥+∫ 2(𝑦)𝑑𝑦=   حٌثc  ثابت اختٌاري 

 

مثال : حل المعادلة التفاضلٌة 
  

  
𝑥𝑑𝑥=0 

 الحل :
  

  
 – 𝑥𝑑𝑥    

 

y                                              - 𝑥𝑑𝑥بالقسمة على      
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 نجري تكامل للطرفٌن على :

∫
  

 
  ∫𝑥𝑑𝑥=  

l y 
  

 
 =  

 

+sin𝑥𝑑𝑥 الخاص للمعادلة التفاضلٌةجد الحل  -مثال :
  

√ 
)عند النقطة  0= 

 

 
,1) . 

 

 الحل : 

sin𝑥𝑑𝑥+
  

√ 
 =0 

 نجري تكامل للطرفٌن فنحصل على : 

∫   𝑥𝑑𝑥 ∫
 

√ 
 dy=  

 

 cos𝑥  √𝑦=c 

𝑦 , ٚتاٌرؼٌٛغ تـ     𝑥  
 

 
 وبالتالً ٌكون الحل الخاص هو : c=2نحصل على  

 cos𝑥  √𝑦=2 

 

 Homogenous Equation (3)المعادلة التفاضلٌة المتجانسة من الرتبة الاولى   2-2

 :  ارا ذحمك nتأٔٙا ِرجأغح ِٓ اٌذسجح  (𝑥,𝑦)  للدالة : ٌقالتعرٌف  (2.2.1) 

 (𝜆𝑥,𝜆𝑦)=𝜆  (𝑥,𝑦) 

 

=(𝑥,𝑦) ِصاي : اخرثش اٌذاٌح 
  

√      
 هل هً متجانسة ؟ 

 

 الحل : 

 (𝜆𝑥,𝜆𝑦)=
     

√                           
   =𝜆 

   

√     
 (𝑥,𝑦) 

 

 n=1 الدرجة من متجانسة الدالة اذن
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 يبزهُت :  (2.2.2 )

 الدالة فإن n الدرجة من متجانستان 𝑀(𝑥,𝑦),𝑁(𝑥,𝑦) الدالتان كانت اذا

𝑀(𝑥,𝑦)𝑁(𝑥,𝑦)صفر الدرجة من متجانسة تكون . 
 

        

        
  = 

  
      

        
 = 

      

      
 = 𝜆0 

      

      
 

 
 يبزهُت : (2.2.3 )  

 yxاٌّرغٍش فً داٌح ذىْٛ (𝑥,𝑦)  اٌذاٌح فإْ طفش اٌذسجح ِٓ ِرجأغح (𝑥,𝑦)  اٌذاٌح وأد ارا

 

 : انبزهاٌ
 : إرْ 𝑦=𝑥𝑧 ٌىْٛ ٚتاٌرا𝑧=𝑦𝑥ًٌ ٔؼغ

 
 

 (𝑥,𝑦)= (𝑥,𝑥𝑧)=𝑥0 (1,𝑧)= (1,
 

 
)= (

 

 
) 

 

ذىْٛ فً ِرغٍش   𝑥 𝑦    ارْ اٌذاٌح  تذٚس لاِد 𝜆 . اٌّرجأغح اٌذاٌح فً 𝑥 حٍس
 

 
 

 

 ػٍى وراترٙا ٌّىٓ اٌرً اٌّؼادٌح ذٍه ً٘ الاٌٚى اٌشذثح ِٓ اٌرفاػٍٍح اٌّؼذٌحتعزيف :   (2.2.3 )

  :
    

   
 =   

 

 
 اٌظٛسج 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 𝑧  𝑥 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

 
 ٌٚىٓ

  

  
= (𝑧) 

𝑧+𝑥=(𝑧)  إرْ
  

  
   

 
  

       
  

  

 
 وبفضل المتغٌرات نحصل على 

 . اٌؼاَ اٌحً ػٍى ٔحظً اٌرىاًِ ؽشٌك ػٓ شُ
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 𝑑𝑥+𝑥2𝑑𝑦=0(𝑦2 𝑥𝑦)حً اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح  -ِصاي :
 

 اٌحً :

𝑑𝑦

𝑑𝑥
  

𝑥𝑦   𝑦 

𝑥 
  

𝑦

𝑥
  

𝑦 

𝑥 
 

 

 

𝑧ٔؼغ    
 

 
 إرْ : 𝑦=𝑥𝑧ٚتاٌراًٌ   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 𝑧  𝑥 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

𝑧  ٌٚىٓ  𝑧  
  

  
 

 ارْ :

 

 

 

𝑧   𝑧  𝑧  𝑥 
  

  
  

 ٚتفؼً اٌّرغٍشاخ ٔحظً ػٍى : 

  𝑧  𝑥 
  

 
   

𝑑𝑥

 𝑧 
  

𝑑𝑥

𝑥
 

 ٔحظً ػٍى اٌحً اٌؼاَ : ٚتاٌرىاًِ 

 

∫
  

    
  𝑧2 ∫

  

 
 +  

 
 

𝑧
 l      

 

𝑧ٔؼغ ٚالاْ    
 

 
  

𝑥

𝑦
  l     
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    ( Exact Equation )اٌرفاػٍٍح اٌراِح اٌّؼادٌح  2-3

 
متصلة على مجال التعرٌف لها فإن التفاضل الكلً ) التفاضل التام ( لهذه الدالة   𝑥 𝑦    اذا كانت الدالة 

 ٌعرف بـ 

𝑑   
  

  
 𝑑𝑥   

  

 y
 𝑑𝑦 

 
 حٌث : 

   

 y   
  

   

   y
  

 
 ارا ذحمك ششؽٍٓ : (𝑥,𝑦) ذّصً ذفاػً ذاَ ٌذاٌح  𝑀(𝑥,𝑦)𝑑𝑥+𝑁(𝑥,𝑦)عكسٌا 

1- 𝑑 =𝑀(𝑥,𝑦)𝑑𝑥+𝑁(𝑥,𝑦)𝑑𝑦 

2- 𝑀   
  

  
  𝑁   

  

  
 

 

  ٚفً ٘زٖ اٌحاٌح  
   

    
 

   

    
  ٌؼطً 

  

  
  

  

  
 

 

 

 : َقىل إٌ انًعادنت :  (2.4.1)تعزيف 

𝑀(𝑥,𝑦)𝑑𝑥+𝑁(𝑥,𝑦)=0 
 

 تأٔٙا ِؼادٌح ذفاػٍٍح ذاِح ارا ذحمك اٌششؽ اٌلاصَ ٚاٌىافً :
 𝑁

 𝑥
  

 𝑀

 𝑦
 

 

 حٍس ذىْٛ : (𝑥,𝑦) ذّصً ِؼادٌح ذفاػٍٍح ذاِح فأٔٗ ٌٛجذ داٌح  𝑀(𝑥,𝑦)𝑑𝑥+𝑁(𝑥,𝑦)=0ارا وأد 

 

ٚتاٌراًٌ ٌىْٛ ٌذٌٕا :    𝑀   
  

  
     

  

  
 

 
 

𝑑 =𝑀(𝑥,𝑦)𝑑𝑥+𝑁(𝑥,𝑦)=0 
   = ٚتاٌراًٌ ٌىْٛ ٌٙا اٌحً اٌؼاَ ٘ٛ 

ٌٚرؼٍٍٓ شاتد  𝑦ٚٔؼغ شاتد اٌرىاًِ وذاٌح فً اٌّرغٍش  𝑥ٔجشي اٌرىاًِ تإٌغثح ٌٍّرغٍش   ٚلإٌجاد اٌذاٌح 

   𝑦اٌرىاًِ ذفاػً اٌطشفٍٓ تإٌغثح ٌٍّرغٍش 
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 يلاحظت : 

ٚٔؼغ شاتد اٌرىاًِ وذاٌح فً  𝑦 ػٓ ؽشٌك حغاب اٌرىاًِ تإٌغثح ٌٍّرغٍش  ِٓ اٌّّىٓ اْ ذٛجذ اٌذاٌح 

   𝑥ٌٚرؼٍٍٓ شاتد ذفاػً اٌطشفٍٓ تإٌغثح ٌٍّرغٍش   𝑥اٌّرغٍش 
 

 2𝑥𝑦𝑑𝑦+(𝑥2 1)𝑑𝑦=0ِصاي : حً اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح 

 

 اٌحً : 

𝑀=2𝑥𝑦 , 𝑁=𝑥2 1 
 
  

 y
  𝑥  

  

  
  𝑥  

 
 : إرْ 

 
  

 y
  

  

  
 

 

 

 إرْ اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح ذاِح 

   𝑑ذحمك   إرْ ٌٛجذ داٌح 
  

  
 𝑑𝑥   

  

  
 𝑑𝑦   

 

  𝑥𝑦           حٍس
  

  
  

  

  
 

  = ٌٚٙزا اٌحً اٌؼاَ 
 

 . 𝑦ٚٔؼغ شاتد اٌرىاًِ وذاٌح فً اٌّرغٍش  𝑥ٔجشي اٌرىاًِ تإٌغثح ٌٍّرغٍش   ٚلإٌجاد اٌذاٌح 

 

  ∫ 𝑥𝑦 𝑑𝑥+𝑤(𝑦)=𝑥2𝑦+𝑤(𝑦) 
   𝑦ذفاػً اٌطشفٍٓ تإٌغثح ٌٍّرغٍش  𝑤(𝑦)ٌٚرؼٍٓ شاتد اٌرىاًِ 

  

 y
  𝑥   

𝑑𝑤

𝑑𝑦
 

  𝑥  1-ٚتٛػغ
  

  
  𝑥  1- =ٔحظً ػٍى    

  

  
 ٔحظً ػٍى  yٚتاٌرىاًِ تإٌغثح ٌـ   

𝑤  𝑦  ًٌٚتاٌرا =𝑥2𝑦 𝑦  : ٛ٘ إرْ اٌحً اٌؼاَ ٌٍّؼادٌح اٌرفاػٍٍح 

𝑥2𝑦 𝑦=c 
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  Integrating Factor ) ( حم انًعادنت انغيز تايت باستخذاو عايم انًكايهت 2.4
 غٍش ذاِح فإْ . 𝑀(𝑥,𝑦)𝑑𝑥+𝑁(𝑥,𝑦)𝑑𝑦=0اذا كانت المعادلة التفاضلٌة 

  

  
  

  

  
  

ٌٚرىٓ  𝑥,𝑦اٚ داٌح فً اٌّرغٍشٌٓ  yاٚ اٌّرغٍش  xٌىٕٕا فً تؼغ اٌحالاخ ٌّىٓ اٌجاد داٌح ِٕاعثح فً اٌّرغٍش 

𝜆 (𝑥,𝑦)  تحٍس ارا ػشتد ٘زٖ اٌذاٌح فً اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح اٌغٍش ذاِح فإٔٙا ذحٌٛٙا اٌى ِؼادٌح ذفاػٍٍح ذاِح

 ح . ػاًِ ِىاٍِ 𝜆 (𝑥,𝑦)ٚفً ٘زٖ اٌحاٌح ذغّى اٌذاٌح

 

 فإْ اٌّؼادٌح : 𝜆 (𝑥,𝑦)فإرا ػشتد اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح اٌغٍش ذاِح فً ػاًِ اٌّىاٍِح 

𝜆𝑀(𝑥,𝑦)𝑑𝑥+𝜆𝑁(𝑥,𝑦)𝑑𝑦=0 
 

 ذىْٛ ِؼادٌح ذفاػٍٍح ذاِح ٚذحمك :

 
  

  
  

   

  
  

 إرْ : 

  
  

 y
   

  

 y
  

= 𝑁
  

  
   

  

  
                                 

 :  عٛف ٔذسط حً اٌّؼادٌح )*( تٕاءا ػٍى طٛسج اٌذاٌح 

 اٌحاٌح الاٌٚى ِٓ طٛس ػاًِ اٌّىاٍِح :

   ٚتاٌراًٌ   𝑥فأْ       ػٕذِا ٌؼرّذ ػاًِ اٌّىاٍِح ػٍى اٌّرغٍش 
  

  
 

 ذىْٛ :  (*)ٚتاٌراًٌ فإْ اٌّؼادٌح 

 
  

 y
  

  

  
  

  

  
 

 

 تفظً اٌّرغٍشاخ ٔحظً ػٍى : 
 

 
 ( 

  

 y
  

  

  
)𝑑𝑥   

  

  
 

 
 تاٌرىاًِ ٔحظً ػٍى :إرْ 

 

l   ∫
 

𝑁
 ( 

  

 y
  

  

  
 )    

    ∫
 

𝑁
 ( 

  

 y
  

  

  
 )     
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 اٌحاٌح اٌصأٍح ِٓ طٛس ِؼاًِ اٌّىاٍِح :

    ٚتاٌراًٌ       𝑦   فإْ yػٕذِا ٌؼرّذ ِؼاًِ اٌّىاٍِح ػٍى اٌّرغٍش 
   

  
 

 تاٌراًٌ فإْ اٌّرغٍشاخ ٔحظً ػٍى : 

 
 

𝑀 
( 
  

 y
  

  

  
 ) 𝑑𝑦   

𝑑𝑦

 
   

 

  ∫ 𝑙 𝜆 هنا المعادلة اكتب 
 

  
( 

  

  
  

  

  
 ) 

 إذن : 

𝜆 = ∫  𝑀(   
 y

    
  

)𝑑𝑦 

  𝑑𝑥+𝑥𝑙 𝑥𝑑𝑦=0(𝑥+𝑦)مثال : اثبت ان المعادلة التفاضلٌة 
 شُ حً اٌّؼادٌح : xٌٙا ِؼاًِ ِىاٍِح فً 

 

 اٌحً : 

𝑀=𝑥+𝑦 , 𝑁=𝑥𝑙 𝑥 
  

 y
    

  

  
   l    

 

 
  

 y
 

  

  
 

 إذن المعادلة غٌر تامة .
 

 ولكن : 
  

 y
 

  

  
    l   

 
 

 
 (

  

  
 

  

  
 )   

     

     
  

  

 
 

 وبالتالً نستخدم الصٌغة : Xإذن معامل المكاملة ٌتوقف على 
 

   ∫
 

𝑁
 ( 

  

 y
  

  

  
 )      

 

   ∫
  

 
 𝑑𝑥         

 

𝑥
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 إذن بضرب المعادلة التفاضلٌة فً معامل المكاملة نحصل على : 

(    
𝑦

𝑥
 ) 𝑑𝑥  l        

𝑑𝑦ذحمك      وهً معادلة تفاضلٌة تامة وبالتالً ٌوجد دالة      𝑑𝑥   
  

  
 𝑑   

  

  
 

    l حٍس   
  

  
    

 

 
    

  

  
    ٌٚٙا اٌحً اٌؼاَ  

 
 : yٚٔؼغ شاتد اٌرىاًِ وذاٌح فً اٌّرغٍش   xٔجشي اٌرىاًِ تإٌغثح ٌٍّرغٍش  fٚلإٌجاد اٌذاٌح 

  ∫    
𝑦

𝑥
      y    yl     y  

 :  yٔفاػً اٌطشفٍٓ تإٌغثح ٌٍّرغٍش  w(y)ٌٚرؼٍٓ شاتد اٌرىاًِ 
   

 y
 l    

𝑑𝑤

𝑑𝑦
  

 

     l ٚتٛػغ 
    

  
   ٔحظً ػٍى  

  

  
ٚتاٌراًٌ  w=0ٔحظً ػٍى  yٚتاٌرىاًِ تإٌغثح اٌى   

 =𝑥+𝑦𝑙 𝑥  
  =𝑥+𝑦𝑙 𝑥إرْ اٌحً اٌؼاَ ٌٍّؼادٌح اٌرفاػٍٍح ٘ٛ : 

 
 
 

 : Equation Bernoulli's يعادنت بزَىني  2.5

اٌزي تحصٙا ػاَ  𝐽     𝐵 𝑟 𝑜𝑢 𝑙𝑙وهً معادلة خطٌة موسعة وسمٌت نسبة الى العالم الرٌاضً 

1665. َ 

𝑦′+ (𝑥)𝑦= (𝑥)𝑦  

 . xداٌراْ ِرظٍراْ فً اٌّرغٍش  (𝑥) ,(𝑥) حٍس اٌذاٌراْ 

 ٚتاٌراًٌ      𝑦=𝑦ٚ٘زٖ اٌّؼادٌح ذرحٛي اٌى ِؼادٌح خطٍح ارا اعرخذِٕا اٌرؼٌٛغ 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
       𝑦   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 ٚتاٌراًٌ فإْ ِؼادٌح تشًٌٔٛ ذرحٛي اٌى : 

  

   
 
𝑑𝑧

𝑑𝑥
    𝑥 𝑧     𝑥  

 (16) 

 ًٚ٘ ِؼادٌح ذفاػٍٍح خطٍح ِٓ اٌشذثح الاٌٚى ٔغرطٍغ حٍٙا وّا عثك .



  ِصاي : حً اٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح
  

  
 𝑦   

 

  
 

 اٌحً : 

𝑥     𝑦𝑦 ٔحظً ػٍى 2تؼشب اٌّؼادٌح فً    
   

 
 

𝑧ٚتٛػغ    𝑦  ْفإ  𝑦𝑦 
  

  
 ٚاٌّؼادٌح اٌرفاػٍٍح ذىْٛ :  

𝑑𝑧

𝑑𝑥
  

𝑧

𝑥
 𝑥  

 ِٓ اٌشذثح الاٌٚى ٌٚٙا اٌحً :  zِؼادٌح ذفاػٍٍح خطٍح فً اٌّرغٍش 

𝑧  ∫  ∫ 𝑑𝑥𝑑𝑥+ )  ∫ 𝑑𝑥 

   حٍس 
 

 
 , =𝑥2 

 ∫ 𝑑𝑥 ∫إرْ 
 

 
  𝑙 𝑥=𝑙 

 

 
 

=𝑑𝑥= 𝑙 1𝑥 ∫ وبالتالً 
 

 
 

 

 إذن الحل العام هو : 

𝑧  ∫𝑥𝑑𝑥+ )𝑥=(
  

 
 + )𝑥 

 ٔحظً ػٍى اٌحً اٌؼاَ  𝑧=𝑦2وبوضع 

𝑥2=( 
  

 
+ )𝑥 
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 انفصم انثانث

Chapter three 
 الأونً انزتبت يٍ انتفاضهيت انًعادلاث عهً تطبيقاث

𝐴  𝑙     𝑜   𝑜  𝑑    𝑟     𝑙   𝑢   𝑜   𝑜   ℎ    𝑟   𝑜𝑟𝑑 𝑟 

 

 (Introduction)ِمذِح :   3-1

 فً للرٌاضٌات الواسع الاستخدام الى الحدٌث العصر فً البشرٌة حققته الذي للنجاح الفضل ٌرجع           

 المعادلات هذه فبواسطة ذلك فً مهم دور تلعب التفاضلٌة المعدلات فإن وبالتأكٌد التطبٌقٌة العلوم مختلف

 متغٌر ٌضم النظام هذا كان سواء الزمن مرور مع الأنظمة لأحد تحدث التً التغٌرات عن التعبٌر نستطٌع

 لان وذلك الطبٌعٌة العلوم فً التفاضلٌة المعادلات استخدام بداٌة كانت وقد المتغٌرات من مجموعة او واحد

 اتسع الزمن مرور ومع المعروفة المتغٌرات من محدود بعدد مرتبطة عادة تكون والكٌمٌاء الفٌزٌاء قوانٌن

 بفروعها والهندسة الاقتصاد وعلم الحٌاة علم مثل اخرى علوم لٌشمل التفاضلٌة المعادلات استخدام نطاق

 العلوم مختلف فً عنها غنى لا التً الرٌاضٌة العلوم اهم من التفاضلٌة المعادلات تعتبر ولهذا المختلفة

 التً الطبٌعٌة والمؤثرات العوامل من متنوع عدد على تتوقف الطبٌعٌة الظواهر لان وذلك التطبٌقٌة

 : ٌجب طبٌعٌة لظاهرة رٌاضً نموذج بناء وعند الظاهرة تؤثرعلى

 

 غٌر او جدا قلٌل تأثٌر لها التً العوامل وإهمال النظام على واضح تأثٌر لها التً العوامل تحدٌد :أولا

 . النظام على مؤكد غٌر او واضح

 وٌؤدي الصفر فً المتناهٌة ومتغٌراتها بالنظام المرتبطة العوامل بٌن العلاقات عن رٌاضٌا التعبٌر :ثانٌا
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 . تفاضلٌة معادلات عدة أو تفاضلٌة معادلة تكوٌن الى ذلك 

 الشروط ٌحقق الذي )التفاضلٌة المعادلات مجموعة أو(التفاضلٌة للمعادلة الرٌاضً الحل اٌجاد :ثالثا

 . الابتدابٌة

 فاذا اٌدٌنا بٌن التً المشاهدة الحقٌقٌة النتابج وبٌنا علٌها حصلنا التً النتابج بٌن المقارنة عمل ٌجب :رابعا

 نموذج ٌعتبر ذلك وغٌر ناجح نموذج ٌعتبر بناءه تم التً الرٌاضً النموذج فان اتفقت

 .صحٌح غٌر

 

 هً والتً الاولى الرتبة من التفاضلٌة المعادلات التطبٌقات من لعدد الفصل هذا فً نعرض وسوف         

 من التفاضلٌة المعادلات باستخدام بناءها تم الطبٌعٌة الظواهر من لعدد رٌاضٌة نماذج تعتبر الواقع فً

 .الاولى الرتبة

 
  

 : Growth equation   انًُى يعادنت

 الزمن عند المادة هذه مقدار كان فاذا الزمن مع مقدارها ٌزداد ما مادة من Q كمٌة لدٌنا ان نفرض         

 . المتغٌر بٌن تربط دالة تمثل كً ( ) =𝑄 الدالة اٌجاد هو والمطلوب 𝑄0 هو 0= 
 

 مع زمنٌة لحظة اي فً ٌتناسب Q الكمٌة زٌادة معدل ان نفرض ذلك ولعمل Q التابع والمتغٌر t المستقل

 : ان ذلك ومعنى Q الكمٌة قٌمة

 
𝑑𝑄

𝑑 
  𝑄                             
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 حل وٌمكن العضوي النمو معادلة تسمى (1) التفاضلٌة والمعادلة النمو بثابت ٌعرف ثابت مقدار k حٌث  

 : المتغٌرات فصل باستخدام (1) التفاضلٌة المعادلة

 

∫
  

  
 = ∫𝑑  

 
ln𝑄 ln𝑄0=   

 

ln
 

  
=   

 
 : على نحصل وبالتالً

𝑄=𝑄0                     (2) 
 

 تزاٌدٌة ولها شكل التالً :وهً دالة 
 

 Dissolution equationمعادلة الانحلال :  3-3
 t=0 الزمن عند المادة هذه مقدار كان فاذا الزمن مع مقدارها بتناقض ما مادة من Q كمٌة لدٌنا ان نفرض

 المستقل المتغٌر بٌن تربط دالة تمثل كً Q=f(t) الدالة اٌجاد هو والمطلوب 𝑄0 هو

tالتابع والمتغٌر Q الكمٌة تناقص معدل ان نفرض ذلك ولعمل Q الكمٌة قٌمة زمنٌةمع لحظة اي فً ٌتناسب 

Q أن ذلك ومعنى : 

 
  

  
  𝜆𝑄 𝜆                    

 
 

  

 وٌمكن العضوي الانحلال معادلة تسمى (3) التفاضلٌة والمعادلة الانحلال بثابت ٌعرف ثابت مقدار  𝜆حٌث
  : المتغٌرات فصل باستخدام ( 3 ) التفاضلٌة المعادلة حل
 

∫
𝑑𝑄

𝑑 
     ∫ 𝑑 

 

 

 

  

 

 
ln𝑄 ln𝑄0  𝜆  

 

ln
 

  
  𝜆  
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 وبالتالً نحصل على :
𝑄=𝑄0  𝜆                   4  

 
 : التالً الشكل ولها تناقضٌة دالة وهً

 ملاحظة :
 العمر منتصف فترة تسمى الابتدابٌة قٌمتها نصف الى تصل لكً المشعة المادة تسترقها التً الزمنٌة الفترة

=𝑄 عن عوضنا واذا T بالرمز لها ونرمز
  

 
 : على نحصل(4) الانحلال معادلة فً

  

 
=𝑄0  𝜆𝑇 

 
 l       

 إذن : 

𝑇=
   

 
 =0.693 𝜆 1 

 

 من ساعة فً الزٌادة كانت فاذا المزرعة فً عددها مع ٌتناسب بمعدل ما مزرعة فً الجراثٌم ازدادت :يثال

 ؟ ونصف ساعة مرور بعد الجراثٌم عدد فكم جرثومة 2000 الى 1000

 
 الحل :

 باستخدام معادلة النمو 
𝑄=𝑄0    

 𝑄0=1000 فان t=0 عندما حٌث
 Q=2000 فان t=0 وعندما

 : ٌلً كما k النمو ثابت لتعٌن النمو معادلة فً وبالتعوٌض

2000=1000   

 k=ln2 اذن
 

 : تكون النمو معادلة فان ln2 = k و 𝑄0=1000 عن النمو معادلة فً وبالتعوٌض
 

𝑄=1000 (ln2)  

 

 : على فنحصل t=1.5 عن نعوض ونصف ساعة مرور بعد الجراثٌم عدد ولحساب

𝑄=1000 (ln2) =2828 
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 عمر نصف كان فاذا ما لحظة فً الموجودة الرادٌوم كمٌة مع ٌتناسب بمعدل الرادٌوم عنصر ٌتحلل :يثال

 . سنة 1200 مرور بعد ستبقى التً الرادٌوم كمٌة من المبوٌة النسبة فأوجد سنة 1600 هو الرادٌوم

 
 :انحم

 الانحلال معادلة باستخدام
𝑄=𝑄0  𝜆  

=𝑄 فان t=1600 عندما حٌث
  

 
 

  : على نحصل الانحلال معادلة فً عوضنا واذا
 

𝑄 

 
       6    

 
 l     6  𝜆 

 
 -إذن :

𝜆=
   

    
 =

          

    
=0.0004332169875 

 
 اذن المعادلة الانحلال هً :

𝑄=𝑄0  (0.0004332169875)  

 

 : على نحصل t=1200 عن وبالتعوٌض

𝑄=𝑄0  (0.000433219875)=0.595𝑄0 

 

 . الاصلٌة الكمٌة من %59.5 هً سنه 1200 مرور بعد الرادٌوم من المتبقٌة المبوٌة النسبة اذن

 
 

  

3-4 Electrical circuits  انذوائز انكهزبائيت : 
 

 الموجبة الشحنة مرور معدل وهو I بالرمز له وٌرمز الاساسٌة المقادٌر اهم من الكهربابً التٌار ٌعتبر

=𝐼 ) الجهد فرق( ما قوة تأثٌر تحت للزمن بالنسبة ما باتجاه
  

  
 

 
 حٌث :

A  بالأمبٌر وٌقاس التٌار هو  
q بالكولوم وٌقاس الشحنة هو . 

t  بالثانٌة وٌقاس الزمن هو  
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 والذي تشوف كٌر قانون نستخدم فإننا التوالً على موصلة كهربابٌة دابرة فً المار الكهربابً التٌار ولإٌجاد

 . صفر ٌساوي مغلقة كهربابٌة دابرة فً الجهد لفروق الجبري المجموع ان على ٌنص

 : الكهربابٌة الدوابر هذه من حالتٌن ندرس وسوف

 RL دائزة : اولا

 نأخذ. فولتe تساوي الكهربابٌة الدافعة قوته كهربابً جهد ومصدر R ومقاومة L ملف من تتكون وهً

 .التالً الشكل

 
  𝑉𝑅=𝑅 هو المقاومة فً الجهد فرق كان فإذا 

𝑉𝑅=𝐿 هو الملف فً الجهد فرق وكان
  

  
 

 
𝑉𝑅+𝑉𝐿=  

 : على نحصل وبالتعوٌض

𝑅 +
  

  
 =  

 
 : اذن

𝑑 

𝑑 
  

 

 
   

 

 
 

 . حلها نستطٌع الاولى الرتبة من خطٌة تفاضلٌة معادلة وهً
 L=0.5H و ∩  𝑅 المقاومة فٌها ٌكون بحٌث RL النوع من التوالً على متصلة كهربابٌة دابرة: يثال

 فً المار الابتدابً التٌار كان فإذا e=t Volts هً الدابرة فً الجهد لمصدر الكهربابٌة الدافعة والقوة
 t زمن اي عند الدابرة فً المار الكهربابً التٌار فأوجد صفر ٌساوي الدابرة

 : هً RL لدابرة التفاضلٌة المعادلة : انحم
𝑑 

𝑑 
  

 

 
   

 

 
 

 : على نحصل وبالتعوٌض
 
𝑑 

𝑑 
4     

 : العام الحل ولها الاولى الرتبة من خطٌة تفاضلٌة معادلة وهً
   ∫  ∫ 𝑑 𝑑 + ) ∫  𝑑  
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 : حٌث
p=4, q=2t    ∫ 𝑑 = 4  , 

 
 :إذن 

   ∫   4 𝑑 + )  4  

 
 : بالتجزئ التكامل نستخدم  𝑑 4   ∫ ولحساب

 
𝑢=2 , 𝑑𝑉= 4 𝑑  

 

  𝑑𝑢=2𝑑 , 𝑣=
 4 

 
 

 
 :اذن

 =(  4    4 8+ )  4 =    8    4  

 

 على نحصل وبالتعوٌض i=0 فان t=0 عندما انه الابتدابً الشرط نستخدم c الثابت وأستعٌن

 =
 

 
 

 : هو الحل ٌكون وبالتالً

 =
 

 
  

 

  
  

 

 
    4  

 
 

 RC دائزة : ثاَيا
 . فولتe تساوي الكهربابٌة الدافعة قوته كهربابً جهد ومصدر R ومقاومة C مكثف من تتكون وهً
 :التالً الشكل نأخذ

 
 : بالعلاقة ٌعطى C المكثف عبر الجهد فرق حٌث

  𝑉=
 

 
 

 

  𝑉𝑅=𝑅 هو المقاومة فً الجهد فرق

= 𝑉  هو المكثف فً الجهد فرق
 

 
 

 : فان للجهد كرتشوف قانون وٌطبق

 𝑉 +𝑉 =  
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 : على نحصل وبالتعوٌض

𝑅 +
 

 
 =  

 +
  

   
  = 𝑅 

 إذن :

  

  
+

 

  
 =

 

 
 

 . حلها نستطٌع الأولى الرتبة من خطٌة معادلة وهً

 ومكثف𝑅   Ω المقاومة فٌها ٌكون بحٌث RC نوع من التوالً على متصلة كهربابٌة دابرة : يثال
c=0.1F هً الدابرة فً الجهد لمصدر الكهربابٌة الدافعة والقوة e=t Volts الابتدابً التٌار كان فإذا 

 : فأوجد صفر ٌساوي الدابرة فً المار
 

 . t زمن أي عند المكثف فً الكهربابٌة الشحنة -4
 t زمن أي عند الدابرة فً المار الكهربابً التٌار -1
 :الحل

 : هً RC لدابرة التفاضلٌة المعادلة
  

  
+

 

  
 =

 

 
 

 : على نحصل وبالتعوٌض RC=(10)(0.1)=1 sec حٌث
 

𝑑 

𝑑 
     

 : العام الحل ولها الأولى الرتبة من خطٌة معادلة وهً
   ∫𝑄 ∫ 𝑑 𝑑 + )   𝑑  

 

 :حٌث
 =1, 𝑄= ,  ∫ 𝑑 =   

 :اذن
   ∫   𝑑 + )    
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 :ةبالتجزب التكامل نستخدم  𝑑   ∫ ولحساب

 
𝑢= , 𝑑𝑣 
=  𝑑  𝑑𝑢 
=𝑑 , 𝑣 
=   

 
 :إذن

 =(      + )   =  1+     
 على نحصل وبالتعوٌض q=0 فان t=0 عندما انه الابتدابً الشرط نستخدم a الثابت ولتعٌن
a=1 ًهو الحل ٌكون وبالتال : 

 
 =  1+     𝑜𝑙 

 
 : نستخدم t زمن إي عند الدابرة فً المار الكهربابً التٌار ولإٌجاد

   =
  

  
 

 

 :اذن
        𝐴   
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  Particle Movementحزكت الاجساو  3-5

 الاجسام او اعلى الى راسٌا الارض سطح من المقذوفة بالأجسام الخاصة الحركة معادلة لحساب         

 m المقذوف الجسم وكتلة g هً الارضٌة الجاذبٌة عجلة ان نفرض الارض سطح الى اعلى من الهابطة

 من ٌكون الموجب الاتجاه ان ونفرض g=32ft/sec2 الارضٌة الجاذبٌة عجلة حٌث ثابتة مقادٌر وهما

 الى راسٌا المقذوفة للأجسام بالنسبة وذلك اعلى الى اسفل من الهابطة للأجسام بالنسبة وذلك اسفل الى اعلى

 . لدٌنا ٌكون للحركة نٌوتن قانون ومن اعلى

 

𝐹= 
  

  
                     5  

 
 عند المتحرك الجسم سرعةv و. المتحرك الجسم كتلة m و.المتحرك الجسم على المؤثرة القوى هً F حٌث

 : المتحرك الجسم على تؤثران قوتان هناك فان الراسٌة الحركة حالة فً انه العلم مع. t الزمن

 

 وانقىي mg وتساوي الارضٌة الجاذبٌة تأثٌر عن ناتجة وتكون :)انًتحزك انجسى وسٌ( الأونً انقىي

 مربع مع او kv تساوي الحالة هذه وفً المتحرك الجسم سرعة مع تتناسب وهً :)انهىاء يقاويت( انثاَيت

 . موجب ثابت مقدار K حٌث kv2 تساوي الحالة هذه وفً المتحرك الجسم سرعة

 

 : انهابطت الاجساو حزكت يعادنت

 الهابط الجسم على تؤثران قوتان هناك فأن اسفل الى اعلى من الهابط للجسم الحركة معادله لحساب       

 تؤثر التً F القوى فأن الجسم سرعه مع تتناسب الهواء مقاومه إن فرضنا فإذا الهواء ومقاومه وزنه هما

 : هً تكون ) ( المعادلة من الجسم على

  𝐹= 𝑔  𝑣=  
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 :اذن

  

  
+

 

 
𝑣=𝑔                   6  

 

 .سابقا درسناها التً بالطرق حلها نستطٌع الاولى الرتبة من خطٌة تفاضلٌة معادلة وهً
 

 الهواء مقاومة كانت فإذا صفر تساوي ابتدابٌة بسرعة 3168ft قدرة ارتفاع من 4Ib وزنه جسم سقط :يثال

تساوي
 

 
 . فأوجد الجسم سرعة v حٌث 

 
 

 g=32ft/sec2 الأرضٌة الجاذبٌة عجلة بان علما الهابط للجسم النهابٌة السرعة -4

 . الأرض سطح الى الجسم هذا ٌصل لكً مر الذي الزمن -1
 

 : لدٌنا ٌكون المعطٌات من :انحم

𝑤=4,  =
 

 
  ℎ   68 

 
 : اذن

𝑤= 𝑔=4 
 

 :اذن

   =
 

 
 =

 

  
=

 

 
 

 

 : اسفل الى اعلى من الهابط للجسم التفاضلٌة المعادلة ومن
  

  
+

 

 
𝑣=𝑔 

 

 : على نحصل وبالتعوٌض
  

  
+𝑣=32 

 : العام الحل ولها الاولى الرتبة من تفاضلٌة معادلة وهً
𝑣  ∫  ∫ 𝑑 𝑑 + ) ∫  𝑑  
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 : حٌث

 =1,  =32  ∫ 𝑑 =   

 : اذن

𝑣 ∫    𝑑 + )   =32+     

 : ٌكون وبالتالً c=-32 على نحصل v=0 فان t=0 عن وبالتعوٌض

𝑣          

 : الأرض سطح الى للوصول الهابط الجسم ٌستغرقه الذي الزمن لحساب :ثاَيا

𝑣=
  

  
           

 : على نحصل التكامل عملٌة واجراء المتغٌرات بفصل اذن

ℎ=32 +32   +  

 : ٌكون وبالتالً c=-32 على ونحصل h=0 فان t=0 عن وبالتعوٌض

ℎ=32 +32    32 

 h=3168 نضع الارض سطح الى للوصول الهابط الجسم ٌستغرقه الذي الزمن لحساب اذن

 :اذن

100= +    

 t=100 sec على نحصل وبالتقرٌب

 الصفر من وتقترب جدا صغٌره 100   قٌمة تكون حٌث
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