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 سه  اَللّه اد   ٔهٛ َٚ ب َّ ع   اٌغَ سَأ الْأ هً ۚ   َٚ ضَ َِ   ٖ س  ىَبح   ٔهٛ شأ  ّ جبَح   ف ١ٙبَ وَ جبَحه ۚ   ِ ظأ ظأ  ّ أٌ  فٟ  ا

جَبجَخ   جَبجَخه ۚ   صه وَت   وَأََٔٙبَ اٌضُّ أٛ ٞ   وَ لذَه  دهسِّ ٓ ٠هٛ جبَسَوَخ   شَجَشَح   ِ  ٔخَ   ُِّ ل ١خَ   لَّ  ص٠َأزهٛ لَّ  شَشأ َٚ 

ث ١خَ   بَ ٠ىََبده  غَشأ ٟءه  ص٠َأزهٙ أٛ  ٠هؼ  ٌَ أُ  َٚ ٗه  ٌَ غَغأ أّ س  ۚ   ٔبَس   رَ ُّٛٔ   ٝ س   ػٍََ أٙذ ٞۚ   ٔهٛ ٖ   اَللّه  ٠َ س  هٛ  ٌٕ ٓ َِ 

ش ةه ۚ   ٠شََبءه  ٠ؼَأ ضبَيَ  اَللّه  َٚ أِ َ ٕبَط   الْأ اَللّه ۚ   ٌٍ  َٚ  ًِّ ء   ث ىه أٟ ُ   شَ  ػٍَ ١
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 الاهداء
 ذ ٚلبع١ٕب أوضش ِٓ ُ٘ ٚػب١ٕٔب اٌىض١ش ِٓ اٌظؼٛثبد ٚ٘ب ٔذٓثذأٔب ثأوضش ِٓ ٠

 ٘زا اٌؼًّ اٌّزٛاػغ  ا١ٌَٛ ٚاٌذّذ لله ٔطٛٞ عٙش ا١ٌٍبٌٟ ٚرؼت ال٠ْبَ ٚخلاطخ ِشٛاسٔب ث١ٓ دفزٟ

 ِٕبسح اٌؼٍُ ٚ الإِبَ اٌّظطفٟ إٌٝ ٝإٌ

 الِْٟ اٌزٞ ػٍُ اٌّزؼ١ٍّٓ ع١ذ اٌخٍك إٌٟ سعٌٕٛب اٌىش٠ُ ع١ذٔب ِذّذ طٍٟ اللّ

 لٍجٙببوذ عؼبدرٟ ثخ١ٛؽ ِٕغٛجخ ِٓ دػ١ٍٗ ٚعٍُ إٌٝ ا١ٌٕجٛع اٌزٞ ثًٙ اٌؼطبء إٌٟ ِٓ 

 ٚاٌذارٟ اٌؼض٠ضح إٌٟ ِٓ عؼٟ ٚشمٟ لْٔؼُ ثبٌشادخ ٚاٌٙب

اٌزٞ ٌُ ٠جخً ثشئ ِٓ أجً دفؼی فی ؽش٠ك إٌجبح اٌزٞ ػٍّٕٟ أْ أسرمٟ عٍُ اٌذ١بح ثذىّخ 

 ٚطجش إٌٝ

 ٚلٟ ٠ٍٚٙجِٓ دجُٙ ٠جشٞ فٟ ػش ٝٚاٌذٞ اٌؼض٠ض إٌ

ثزوشاُ٘ فؤادٞ إٌٟ إٌٝ ِٓ عشٔب ع٠ْٛٛ رشك اٌطش٠ك ِغ ٔذٛ إٌجبح ٚالإثذاع إٌٝ ِٓ رىبرفٕب ٠ذا 

 ٓ ٔمطف ص٘شح رؼٍّٕب إٌٟذث١ذ ٚٔ

أطذلبئٕب ٚصِلائٕب اٌٟ ِٓ ػٍّٛٔب دشٚف ِٓ ر٘ت ٚوٍّبد ِٓ دسس ٚ ػجبساد ِٓ أعّٟ ٚاجٍٟ 

 کش ُ٘ ِٕبسح ر١ٕش ٌٕب ع١شح اٌؼٍُػجبساد فٟ اٌؼٍُ ِٓ طبغٛا ٌٕب ػٍُّٙ دشٚفأ ِٚٓ ف

 بحٚإٌج

 اٌىشاَ اعبرزرٕب

 

 

 

 

 

 

 

 

 ة.



 

 الشكر والتقدير  

 

فٟ ِضً ٘زٖ اٌٍذظبد ٠زٛلف ا١ٌشاع ١ٌفىش لجً أْ ٠خؾ اٌذشٚف ١ٌجّؼٙب فٟ وٍّبد رجؼضش 

الْدشف ٚػجضب أْ ٠ذبٚي رج١ّؼٙب فٟ عطٛس . عطٛسح وضشح رّش فٟ اٌخ١بي لّ ٠جمٟ ٌٕب فٟ ٔٙب٠خ 

 إلّ ل١ٍلا ِٓ اٌزوش٠بد ٚطٛس رجّؼٕب ثشفبق إٌٝ جبٔجٕب ...... . اٌّطبف

 فٛاجت ػ١ٍٕب شىشُ٘ ٚٚداػُٙ ٚٔذٓ ٔخطٛ خطٛرٕب الٌْٟٚ فٟ غّبس اٌذ١بح

ٚٔخض ثبٌجض٠ً اٌشىش ٚاٌؼشفبْ إٌٝ وً ِٓ أشؼً شّؼخ فٟ دسٚة ػٍّٕب ٚ إٌٟ ِٓ ٚلف ػٍٝ 

 إٌّبثش ٚأػطٟ ِٓ دظ١ٍخ فطشٖ ١ٕ١ٌش دسثٕب .

 دػبء ٔظ١ف/  حٚٔزٛجٗ ثبٌشىش اٌجض٠ً إٌٟ الْعزبر اٌّمذاد رزح اٌىشاَ فٟ و١ٍخ اٌزشث١خإٌٟ الْعب

 اللّ ػٕب وً خ١ش . فٍٙب ِٕب وً اٌزمذ٠ش ٚالّدزشاَ . باٌزٞ رفؼً ثبلإششاف ػٍٟ ٘زا اٌجذش فجضا٘

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 د.



 

 المحتٌٌاث

 سقم الصفحت المٌضٌع

 أ ال٠ّخ

 ة الّ٘ذاء

 د اٌشىش ٚاٌزمذ٠ش

 س اٌّذز٠ٛبد

 3 اٌّمذِخ

 اٌفظً الّٚي

 1-2 رؼبس٠ف ِٚفب١ُ٘ اعبع١خ

 اٌفظً اٌضبٟٔ

 3-4 رؼبس٠ف ٚٔظش٠بد

 6-3 ٔظش٠خ اٌزٛاجذ ٚالّدبد٠خ اٌذً

 7-6 ضلٍت الخطٍت من المشتبت الثانٍتنظشٌت التٌاجذ ًأحادٌت الحل للمؼادلت التفا

 9-7 اٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ غ١ش اٌخط١خ ِٓ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ

 اٌفظً اٌضبٌش

 32-31 ّؼبِلاد اٌضبثزخاٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ اٌخط١خ اٌّزجبٔغخ ِٓ اٌشرجخ اٌضب١ٔخ راد اٌ

 31 اٌّظبدس
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 مقذمت 

ِٛػٛع اٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ ِشافمب ٌٕشؤ ِٛػٛع دغبة اٌزفبػً ٚ اٌزىبًِ ٚرطٛسا ع٠ٛب ، ٚلذ وبْ  أٔش

ٌٍؼشة فؼً وج١ش فٟ اٌز١ّٙذ ل٠ّجبد دغبة اٌزفبػً ٚ اٌزىبًِ . فمذ صجذ أْ اثٓ لشح اعزؼًّ ٔظش٠خ افٕبء 

( دغبة دجُ اٌجغُ اٌّزٌٛذ ِٓ دْٚ اٌمطغ اٌّىبفٟ ، دٛي ِذٛسٖ ٟٚ٘ Theory of Exahustionاٌفشق )

 .رمبثً ػٍّٟ اٌزىبًِ فٟ دغبة اٌذجَٛ اٌذٚسا١ٔخ

ٚلذ اٌف اثٛ اٌفزخ ػجذ اٌشدّٓ إٌّظٛس اٌخضأٟ )اٌٍّمت ثبٌخبصْ( ٚ٘ٛ ِٓ ػٍّبء اٌؼشة اٌز٠ٓ ػبشٛا فٟ 

ة ١ِبْ اٌذىّخ ٘ٛ ٚادذ ِٓ اٌىزت اٌىض١شح اٌزٟ ٚطٍذ اٌٝ إٌظف ِٓ اٌمشْ اٌضبٟٔ ػشش ١ٌٍّلاد ، وزب

 الّٚسث١ٓ ٚرشجّذ إٌٝ ٌغبرُٙ اثبْ ػظٛس إٌٙؼخ ِٚٙذد فٟ رطٛس اٌؼٍُ اٌذذ٠ضخ

ٌمذ جبء فٟ وزبة ث١ّضاْ اٌذىّخ اٌؼلالخ اٌظذ١ذخ ث١ٓ اٌغشػخ اٌزٟ ٠غمؾ ثٙب اٌجغُ ٔذٛ الْسع ٚاٌجؼذ اٌزٞ 

 ٌؼلالبد اٌزٟ ٠ٕض ػ١ٍٙب اٌمٛا١ٔٓ ٚ اٌّؼبدلّد اٌزٟ ٔغ١ذ اٌٝ غب١ٌٍٛ ٠مطؼٗ ٚ اٌضِٓ اٌزٞ ٠غزغشلٗ ٟٚ٘ ا

(3346- 3642) 

ٚجبء ا٠ؼب فٟ وزبة ١ِضاْ اٌذىّخ ٚجٛد لٛح جبرث١خ ػٍٝ ج١ّغ جض٠ئبد الّجغبَ ٚ٘زٖ اٌمٛح رج١ٓ طفخ رٌه 

فخ ث١ٓ غ اٌّغبالْجغبَ ٚوزٌه ٚجٛد لٛح رجزة ٘زٖ الْجغبَ ثبرجبٖ ِشوض الْسع ٚاْ اخزلاف لٛح اٌجزة ٠زج

 .اٌجغُ اٌغبلؾ ِٚشوض الْسع

)ثٕذٚي  ِٚٓ اٌّٛاػ١غ الْخشٜ اٌزٟ ِٙذد لّوزشبف اٌزفبػً ٚثبٌزبٌٟ اٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ ٘ٛ اٌشلبص

َ( وبْ لذ اخزشع اٌشلبص  3119اٌغبػخ ( إٌّغٛة إٌٝ غب١ٌٍٛ . ٌىٓ اثٓ ٠ٛٔظ اٌّظشٞ اٌّزٛفٟ ) ػبَ 

٠زؼخ ِٓ ٘زا أٔٗ وبْ ٌٙزٖ اٌّٛاػ١غ  دغبة اٌفزشاد اٌض١ِٕخ اصٕبء اٌشطذٚاعزؼٍّٗ فٟ اٌغبػبد اٌذلبلخ ٚفٟ 

اٌف ثذضٙب اٌؼشة اصش وج١ش غ١ش ِجبشش ػٍٝ اوزشبف ِٛػٛع اٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ فبٌذلخ ٚ اٌزؼّك فٟ دساعخ 

 ٘زٖ اٌّٛاػ١غ اٌؼ١ٍّخ اٚجذد اٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ ِٚٓ اجً دٌٍٛٗ رجشدد ٚاطجذذ ِٛػٛػب لبئّب ثزارٗ

اٌغبػخ رؤدٞ اٌٝ ِؼبدٌٗ رفبػٍٟ ِٓ اٌشرجخ اٌضب١ٔخ ٚوزٌه ثبٌٕغجخ ٌمٛح اٌجزة ٚ اٌغشػخ ثٕذٚي   دساعخ دشوخ

ٌٚٛلّ اٌؼشة لّثزذا الْٚسث١ْٛ ِٓ إٌمطخ اٌزٟ أزٙٝ ثٙب  ؤدٞ اٌٝ ِؼبدلّد رفبػ١ٍخ ِخزٍفخٚ اٌّغبفخ وٍٙب ر

ا١ٌٛ ائ١ٓ ٚصادد ػ١ٍٗ ( ٌٚزبخ١ش ػظش إٌٙؼخ ا١ٌٛٔبْ )ٚسثّب أثؼذ ِٓ رٌه الّْ اٌؼشة دفظذ ٘زا اٌزشاس 

رزؼّٓ اٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ ٚعبئً س٠بػ١خ ِّٙخ رطجك فٟ ِخزٍف دمٛي اٌّؼشفخ لجٛاعطزٙب  ػذح لشْٚ

رذخً اٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ فٟ دساعخ  ٠ّىٓ فُٙ ٚاعز١ؼبة اٌىض١ش ِٓ الْفىبس اٌؼ١ٍّخ فٟ ِخزٍف اٌفشٚع .

١غ ا١ٌّىب١ٔه اٌىّٟ ٚاٌضشِٛدا ث١ّٕىظ ٚ اٌذشوخ اٌّٛج١خ ٚ إٌشبؽ الّشؼبػٟ لٛا١ٔٓ اٌذشوخ ٚاٌزجبرة ِٚٛاػ

ٚ اٌذٚائش اٌىٙشثبئ١خ ٚ اٌزفبػلاد اٌى١ّب٠ٚخ ٚاطجذذ اٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ ٚؽشق دٍٙب رغبػذ اٌجبدش اٌؼٍّٟ 

 ػٍٝ فُٙ ِظب٘ش اٌزمذَ ٚ اٌشلٟ فٟ ِخزٍف اٌؼٍَٛ اٌذذ٠ضخ اٌّزطٛسح

3. 



 

 الفصل الاًل                                                                          

 تؼاسٌف ً مفاىٍم اساسٍت 1-1

 دثؼغ اٌزؼبس٠ف الْعبع١خ ٌٍّؼبدلّ عٛف ٔغزؼشع فٟ ٘زا اٌفظً

 3676َػبَ  Leibnizاْ اٚي ِٓ اعزؼًّ اعُ اٌّؼبدلّد ٘ٛ اٌؼبٌُ الٌّّبٟٔ ١ٌجٕض 

ٚادذ اٚ اوضش اٚ ٟ٘  د داٌخ ِجٌٙٛخ ثّزغ١شبشزماٌزٟ ف١ٙب ِ ٟ٘ ِجّٛػخ دذٚد اٌذٚاياٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ : ( 1-1-1)

 اٌؼلالخ ث١ٓ اٌّزغ١ش

 : خالِْضٍ

   
  

  
        

   
   

   
  

  

  
      

 

 ١ش ٚادذزغّذ ِشزمخ اٌذاٌخ اٌّجٌٙٛخ ف١ٙب ِٟ٘ اٌّؼبدٌخ اٌزٟ رؼززفبػ١ٍخ الّػز١بد٠خ : اٌّؼبدلّد اٌ( (1-1-2

 :لِْضٍخ ا

  

  
       

 ٟ٘ اٌّؼبدٌخ اٌزٟ رشثؾ اٌّزغ١ش اٌزبثغ ) اٌذاٌخ اٌّجٌٙٛخ ( ثبوضش ِٓ ِزغ١ش ِغزمًِؼبدٌخ رفبػ١ٍخ جضئ١خ : ( 1-1-3)

 الِْضٍخ :

  
   

   
 

   

   
 

  
  

  
 

   

   
 

 ٟٚ٘ اػٍٝ ِشزمخ رظٙش فٟ اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ:  ِشرجخ اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ( 1-1-4)

 الِّضٍخ :ِٓ اٌشرجخ اٌضب١ٔخ

                

             

 .ِٛجٛدح فٟ اٌّؼبدٌخ ٟٚ٘ اعظ اٚ لٛح اػٍٝ اٌزفبػ١ٍخ( دسجخ اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ : 1-1-5) 

 : الِْضٍخ

          )       )    ِٓ اٌشرجخ اٌضب١ٔخ ٚاٌذسجخ اٌضب١ٔخ                                                                

          )   ِٓ اٌشرجخ الٌّٚٝ ٚاٌذسجخ اٌضبٌضخ                                                                                   

 

2. 



 

ٟ٘ اٌّؼبدٌخ اٌزٟ ف١ٙب اٌذاٌخ اٌّجٌٙٛخ ) ِّٙب وبٔذ سرجزٙب ( ِٚشزمزٙب ِٓ اٌذسجخ زفبػ١ٍخ اٌخط١خ : ( اٌّؼبدٌخ اٌ(1-1-6

 xِشزمبرٗ رؼزّذ ػٍٝ ِزغ١ش ٚادذ ِضً  yغ١ش زالٌْٚٝ ٚخب١ٌخ ِٓ اٌجزٚس ٚ الْعظ ِٚؼبدلّد اٌّ

 :ٍخ ِضالْ

                

              

 

ثذ١ش رذمك ٘زٖ خب١ٌخ ِٓ اٌّشزمبد ٚ اٌزفبػلاد  ٘ٛ اٞ ػلالخ ث١ٓ اٌّزغ١شادً اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ : د( 1-1-7) 

 اٌّؼبدٌخ ِغ اٌّشزمبد اٌزٟ رٕزج ِٕٙب اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ .

  ِضبي :

                         دً اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ                

      

       

 (      (     

 ٘ٛ اٌذً اٌزٞ ٠ّىٓ أْ ٔؼجش ػٕٗ ثبٌّؼبدٌخ اٌذً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ : ( 1-1-8) 

 (       

 ٌشرجخ اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ بػذد ِٓ اٌضٛاثذ الّخز١بس٠خ ِغب٠٠ٚذزٛٞ ػٍٝ 

              

 x,y,z رجخ الٌْٚٝ ثبٌٕغجخ اٌّزغ١شادٚ٘زٖ اٌذٚاي ِغزّشٖ ٚوزٌه ِشزمبرٙب اٌجضئ١خ ِٓ اٌش

 

٘ٛ اٌذً اٌزٞ ٔذظً ػ١ٍٗ ِٓ اٌذً اٌؼبَ ثبػطبء ل١ُ ِؼ١ٕخ ٌٍضٛاثذ اٌذً اٌخبص ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ : ( (1-1-9

 اٌخبص الّخز١بس٠خ اٌذاخٍٗ ِٓ رى٠ٕٛٗ ِٚٓ اٌذً اٌؼبَ غبٌجب ٠ّىٓ اشزمبق ج١ّغ اٌذٍٛي

 

 ؼبدٌخ اٌزب١ٌخ ٟٚ٘ اٌّؼبدٌخ اٌزٟ رزذمك ِٓ اٌّ: خ اٌى١ٍخ( اٌذً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍ(1-1-10

 الِْضٍخ :

2xd +2ydy + 2zdz = 0 

 ٟٚ٘ ِؼبدٌخ رفبػ١ٍخ ربِخ ٌٍّؼبدٌخ اٌذاٌخ

F(x, y,z) = x
2
 +y

2
+z

2
 =0 

 رغّٟ وً ِؼبدٌخ ِٓ ٘زٖ إٌّؾ ربِخ ٚػ١ٍٗ فئْ اٌّؼبدٌخ لبثٍخ ٌٍزىبًِ .

 

 

1. 



 

 

 الفصل الثانً

  

 تؼاسٌف ًنظشٌاث2-1

 اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ ِٓ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ ٟ٘ ِؼبدٌخ ِٓ اٌظٛسح : -

F(x, y, y', y") = 0                                                                          1) 

ٚاٌزٟ ٠ّىٓ وزبثزٙب  "y ٟٚ٘ غبٌجب طؼجخ اٌذً ِٚؼمذح اٌذساعخ ٚعٕذسط فٟ ٘زا اٌفظً اٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ اٌزٟ رذً فٟ

 ػٍٝ اٌظٛسح :

y" = f(x, y, y')                                                                                2) 

ٚوّب عجك أْ سأ٠ٕب فٟ اٌفظٛي اٌغبثمخ أْ اٌذً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ ِٓ اٌّشرجخ الٌْٚٝ )أٞ اٌزٟ رذزٛٞ ػٍٝ اٌّشزمخ 

الٌْٟٚ ( ٠ذزٛٞ ػٍٟ صبثذ اخز١بسٞ ٚادذ فمؾ ٚثّب أْ اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ ِٓ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ رزؼّٓ اٌّشزمخ اٌضب١ٔخ أٞ ٠جت 

اٌذً اٌؼبَ ِٚٓ اٌطج١ؼٟ أْ ٔزشلت ظٙٛس صبثز١ٓ اخز١بس١٠ٓ فٟ اٌذً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ أْ رىبًِ ِشر١ٓ ٌٍذظٛي ػٍٟ 

 ِٓ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ .

 

 //1مثال 

 اٌذً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ اٌزب١ٌخ :

y" = g(x)                                                    

 ٠ىْٛ ِٓ اٌشىً

       ∫  ∫ (       

 

 

 

 

 

 د١ش

B, A . ْصبثزبْ اخز١بس٠ب 

ششؽ١ٓ إػبف١١ٓ ِضً ِلادظخ :ٌٍذظٛي ػٍٝ ِٕذٕٝ رىبٍِٟ ٚادذ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ ِٓ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ فبٔٗ ٠جت ِؼشفخ 

آخش ٌٍذظٛي  ػٕذ ٘زٖ ٔمطخ َ اہش ٠ٚغّٝ ٘زاْ اٌششؽبْ ثبٌششٚؽ الّثزذائ١خ أٚ اٌذذ٠خ ثّؼٕٝ'y   ٚل١ّخ ِشزمخ yل١ّخ اٌزبثغ 

ػٍٟ ِٕذٕی رىبٍِٟ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ ِٓ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ ٠جت رذذ٠ذ ٔمطخ ٠ّش ثٙب ١ًِٚ إٌّذٕٟ ػٕذ ٘زٖ إٌمطخ . عجك أْ 

روشٔب ٔظش٠خ اٌزٛاجذ الْدبد٠خ ثبٌٕغجخ ٌٍّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ ِٓ اٌّشرجخ الٌْٚٝ ٚعٕزوش ٕ٘ب أ٠ؼب ٔفظ إٌظش٠خ ٌٚىٓ ثبٌٕغجخ 

 بػ١ٍخ ِٓ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ .ٌٍّؼبدٌخ اٌزف

 

 

 

4. 



 

 نظشٌت التٌاجذ ًالأحادٌت الحل 2-2

 إرا وبٔذ اٌذٚاي 
  

  
 
  

  
 ٚ إرا وبٔذ إٌمطخ      ِغزّشح ٚٚد١ذح اٌم١ّخ فٟ ِٕطمخ ِفزٛدخ ِٓ اٌفؼبء اٌضلاصٟ    

(        
 ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ :   )   ٠ٛجذ دً ٚد١ذ  فبٔٗ x0إرْ فٟ ِجبي دٛي  Rفٟ    

y" = f(x, y, y")                                                                   

 

 ًٌحقق ىزا الحل الششطٍن الابتذائٍٍن التالٍن:

 (                                       
 (      

                               

لّ ٠ؼٕٟ ٚجٛد اٌذً، اٌذظٛي ػ١ٍخ ثغٌٙٛخ فٟ ػجبسح طش٠ذخ ؛ فمذ ٔزّىٓ ِٓ اٌذظٛي ػ١ٍٗ فٟ ػجبسح طش٠ذخ فٟ دبٌخ إرا 

 داٌخ ثغ١طخ . fوبٔذ 

 ٠ّىٓ أْ ٔفشق ث١ٓ اٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ اٌخط١خ ٚغ١ش اٌخط١خ ِٓ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ  -

 رجخ الٌْٚٝ . فبٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ اٌخط١خ اٌؼبِخ ِٓ اٌّشرجخ رىْٛ ِٓ اٌشىً ٓ اٌّشي ثبٌٕغجخ ٌٍّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ ِوّب ٘ٛ اٌذب

                          (  
   

   
  (  

  

  
  (     (   

 دٚاي ِؼٍِٛخ    )    )    )    )  د١ش 

 

 //2مثال 

ِؼٍمخ  mخ ِٓ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ ٟ٘ اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ اٌزٟ رذىُ دشوخ وزٍخ أُ٘ ِضبي ػٍٝ اٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ اٌخط١ -3

 :cِٚؼبًِ الّدزىبن  kثمبثغ ) صٔجشن ( صبثذ ِشٚٔزٗ 

 
   

   
  

  

  
     (   

 . t داٌخ ِؼشفخ ِٓ اجً ج١ّغ ل١ُ Fصٛاثذ ِؼٍِٛخ ٚ k, c,m  د١ش

 

 .  راث الذسجت Legendre( 1846-1784مؼادلت لٍجنذس ) –ب 

(               (        

 ٟ٘ ِؼبدٌخ رفبػ١ٍخ خط١خ ِٓ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ .

 

 :vمن الذسجت  Bessel (1784-1846 )مؼادلت بٍسل  -ج

x2y" + x  + (x
2
 – v

2
 ) y = 0                                                           

 خ رفبػ١ٍخ خط١خ ِٓ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ .ٟ٘ ِؼبدٌ

فٟ ٘زٖ اٌذبٌخ ٠ّىٓ لغّخ اٌّؼبدٌخ ػٍٝ  P(x)   ش ( ٠خزٍف ػٕذ اٌظف3فٟ اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ ) yإرا وبْ ِؼبًِ " -4

(P(x : ًفٕذظً ػٍٝ اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ ِٓ اٌشى 

3. 



 

                     
   

   
  (  

  

  
  (     (   

 : f( فٕذظً ػٍٝ اٌذاٌخ ٠ٚ2ّىٓ وزبثزٙب ػٍٝ شىً اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ )

 (          (      (     (   

ثذ١ش:                                        
  (       

   
   (              

  (       

   
   (   

 خٍضٚٔ

 إٌٝ إٌظش٠خ اٌزب١ٌخ ثبٌٕغجخ ٌٍّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ اٌخط١خ ِٓ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ .

 (:2)ضلٍت الخطٍت من المشتبت الثانٍت نظشٌت التٌاجذ ًأحادٌت الحل للمؼادلت التفا 2-3

 دذح فمؾفبٔٗ رٛجذ داٌخ ٚادذح ٚٚا      دٚاي ِغزّشح فٟ ِجبي ِفزٛح  g(x) , q (x) , p(xإر وبٔذ اٌؼٛاًِ ) 

 رذمك اٌّؼبدٌخ:   )   

     (      (     (   

 ٚرذمك أ٠ؼب اٌششؽ١ٓ الّثزذائ١١ٓ :        وً اٌّجبي ٝػٍ

 (                                           
 (      

  

      فٟ اٌّجبي    ػٕذ ٔمطخ خبطخ

 

 اٌّؼبدٌخ اٌزب١ٌخ :جذ دً  //1ِضبي 

y" + y = 0                                                                      

     )               )          اٌزٞ ٠ذمك اٌششؽ١١ٓ الّثزذائ١١ٓ اٌزب١١ٌٓ :

 . أِب اٌزٟ رذمك اٌششٚؽ الّثزذائ١خ ٟ٘ دٍٛي ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ اٌّؼطبح cosx , sinx اٌذً :أٗ ِٓ اٌغٌٙٛخ اٌزذمك ِٓ أْ :

y = sinx  إرْ ٚفك إٌظش٠خ اٌغبثمخy = sinx . اٌذً اٌٛد١ذ ٌٍّؼبدٌخ اٌّؼطبح ٛ٘ 

 

 ِب ٘ٛ اٌذً اٌٛد١ذ ٌٍّؼبدٌخ اٌزب١ٌخ:  //4ِضبي

y" + p(x  ) +q(x)y = 0                                                           

       ٔمطخ فٟ اٌّجبي      ،              )                       )  د١ش: 

 

 :ذًاٌ

 اٌذً اٌٛد١ذ ٘ٛ y= 0رذمك اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ ٚاٌششٚؽ الّثزذائ١خ ِؼب إرْ  y= 0  ثّب أْ

 

 المؼادلاث التفاضلٍت من المشتبت الثانٍت : لحل -5

y" + p(x)y' + q(x) = g(x)                                                    

 

6. 



 

 ٔجذش أٚلّ ػٓ دً اٌّؼبدٌخ اٌّزجبٔغخ :

y" + p(x)y' + q(x) =0                                                                            (5) 

 g(x)( ثٛػغ 4إٌبرجخ ِٓ اٌّؼبدٌخ )

 ( .4غ١ش اٌّزجبٔغخ ) بِخ اٌذظٛي ػٍٝ دً اٌّؼبدٌخٚإرا ػشفٕب دً ٘زٖ اٌّؼبدٌخ ٠ّىٓ ثطش٠مخ ػ.

 

 المؼادلاث التفاضلٍت غٍش الخطٍت من المشتبت الثانٍت 2-4

( فأٔٙب ِؼبدٌخ رفبػ١ٍخ غ١ش خط١خ ، ٚثشغُ أْ دساعخ اٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ غ١ش اٌخط١خ 3( ِٓ اٌشىً )2إرا ٌُ رىٓ اٌّؼبدٌخ )

 ف اْ ٕ٘بن دبٌز١ٓ خبطز١ٓ ٠ّىٓ ف١ّٙب اخزضاي اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ اٌؼبِخ غ١ش اٌخط١خِٓ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ طؼجخ إٌٝ دذ ِب ، 

 أٚ اٌّزغ١ش ٚ ِٓ اٌذاٌخ x( إٌٝ ِؼبدٌخ رفبػ١ٍخ ِٓ اٌّشرجخ الٌْٚٝ ٠ٚذذس ٘زا فٟ دبٌخ غ١بة اٌّزغ١ش 2اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ ) ِٓ 

f(x, y, y')  ( أٞ ٌّب رىْٛ اٌّؼبدٌخ ِٓ اٌشىً :2فٟ اٌّؼبدٌخ ) 

y" = f(x,y')                                                                               (6                           ) 

 y" = f (y, y")                                                       (7)اٚ                   

ٛي اٌّؼبدٌخ ِٓ اٌّشرجخ الٌْٚٝ ثبٌٕغجخ ٌٍّزغ١ش فٟ ثئدذٜ اٌطشق اٌّفظٍخ فٟ اٌفظ فٟ ثذ١ش رذً      ٠زُ إجشاء اٌزغ١١ش

 ٌٍذظٛي ػٍٝ اٌذً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ الْط١ٍخ . xثبٌٕغجخ إٌٟ  ℊ اٌغبثمخ صُ ثؼذ٘ب رىبًِ ػجبسح

      )      -وبٔذ اٌّؼبدٌخ ِٓ اٌشىً : اٌذبٌخ الٌْٚٝ :إرا

 ٔجذ                              ثٛػغ     

      (  ℊ                                  

 ٟٚ٘ ِؼبدٌخ رفبػ١ٍخ ِٓ اٌّشرجخ الٌْٚٝ ١ٌىٓ دٍٙب ِٓ اٌشىً

   (     

ٚثّب اْ:                                                   
  

  
    (     

                         -ٟ :ٚرىبًِ ٘زٖ اٌّؼبدٌخ ٠ؼط
  

  
    (     

 دً اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ اٌزب١ٌخ :// 3ِضبي

     + 2xy' -1 = 0                                            

 الحل :۔

 رظجخ اٌّؼبدٌخ ِٓ اٌشىً :      ثٛػغ 

             

                                                       اٚ                  
 

 
  

 

  
  

 ١ًّ :ىط١خ ِٓ اٌّشرجخ الٌْٚٝ ٚػبًِ اٌزٚ٘زٖ ِؼبدٌخ رفبػ١ٍخ خ

    
 
 
      

 

7. 



 

                ٚدٍٙب ِٓ اٌشىً :

  
         

                اي                           
  

  
   

 

 
 

 

  
 

 y = lnx      -٘زٖ اٌّؼبدٌخ فٕذظً ػٍٝ :ٔىبًِ 
 

 
+B 

 ٚ٘ٛ اٌذً اٌٛد١ذ ٌٍّؼبدٌخ اٌّؼطبح :

 

 

 اٌذبٌخ اٌضب١ٔخ :

     = f (y, y') :                                             إرا وبٔذ اٌّؼبدٌخ ِٓ اٌشىً 

 ٔجذ      غ ثٛػ

    (     

 xلٌْٚٝ ، ٌٚىٓ ٠ّىٓ دزف اٌّزغ١ش ٟٚ٘ ١ٌغذ ػٍٝ اٌظٛسح اٌزفبػ١ٍخ ِٓ اٌّشرجخ ا     ٚ  ٘زٖ اٌّؼبدٌخ رذزٛٞ ػٍٝ 

 د١ش : yٚرؼ٠ٛؼٗ ثبٌّزغ١ش اٌزبثغ 

  

  
 

  

  
 
  

  
  

  

  
 

 : ٚرظجخ اٌّؼبدٌخ الْط١ٍخ ِٓ اٌظٛسح

ϑ
  

  
  (     

 أِب اٌؼلالخ ث١ٓ   )   أٞ   y ،  ٚ٘زٖ اٌّؼبدٌخ رفبػ١ٍخ ِٓ اٌشرجخ الٌْٚٝ ، ٚدٍٙب ٘ٛ ػجبسح ػٓ ػلالخ ث١ٓ 

x,y : ٚٔذظً ػ١ٍٙب ِٓ دً اٌّؼبدٌخ 

  

  
  (   

 ِٚٓ ٔبد١خ أخشٜ ٠ظٙش صبثزبْ اخز١بس٠بْ فٟ إٌبرج إٌٙبئٟ .

 //6 ِضبي

 ؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ اٌزب١ٌخ :دً اٌّ

      (       

 -ٔجذ :  =  yاٌذً :۔ ثٛػغ 

          

:                                                   ٌٚىٓ
  

  
 

  

  
 
  

  
  

  

  
 

   -إرْ رظجخ اٌّؼبدٌخ ِٓ اٌشىً :
  

  
                          

 

8. 



 

          ٚرىزت ِٓ اٌشىً :
  

 
 

  

 
   

                            ثؼذ اٌّىبٍِخ ٔجذ :

                         ٚثّب أْ
  

  
 

  

 
 

         اٚ                             

                 ِٕٗٚ    
 

 
          

                ارْ اٌذً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ اٌّؼطبح ٘ٛ:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9. 



 

 

 الفصل الثالث

 

 المؼادلاث التفاضلٍت الخطٍت المتجانست من الشتبت الثانٍت راث المؼاملاث الثابتت:  3-1

 ِٓ اٌّشرجخ اٌضب١ٔخ ثغ١خ اٌذظٛي ػٍٝ دٍٛي راد خٔؼٛد ا٢ْ إٌٝ اٌذساعخ اٌؼبِخ ٌٍّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ اٌخط١خ اٌّزجبٔغ

 اٌّؼبِلاد اٌضبثزخ ٚرىزت ٘زٖ اٌّؼبدلّد ػٍی اٌظٛسح:

ay" + b    +cy = 0                                                                      (12) 

فبٔٗ ٠ٛجذ دلاْ ِغزملاْ خط١ب   -6 -ٝ إٌظش٠خ صٛاثذ اخز١بس٠خ ٔفزشػٙب دم١م١خ ٌٍّلاػّخ ٚثٕبء ػٍ          د١ش

ِٚشزمبرٙب ٚاٌذاٌخ اٌزٟ ٠ّىٓ أْ  y(x)( ٚلإ٠جبد ٘ز٠ٓ اٌذ١ٍٓ ٔلادع أٚلّ أْ ٘زٖ اٌّؼبدٌخ ٟ٘ ػلالخ خط١خ ث12ٓ١ٌٍّؼبدٌخ )

e رذمك ِضً ٘زٖ اٌؼلالخ اٌخط١خ ٟ٘ اٌذاٌخ الْع١خ
mx

غ رٌه ٌىْٛ اٌذاٌخ ٠ٚشج m. ٌىٓ ٌم١ُ خبطخ أٚ ١ِّضح ٠شاد رؼ١ٕٙب ٌٍضبثذ 

 ا٢ع١خ ٟ٘ اٌذاٌخ اٌٛد١ذح اٌزٟ رٕبعت ج١ّغ ِشزمبرٙب ِؼٙب ِٚغ ثؼؼٙب اٌجؼغ .

y=e:               ( ػٍٝ اٌظٛسح ا٢ع١خ 12ارْ ٔفشع دلا ٌٍّؼبدٌخ ) 
mx

 

                       

eز ٚاخ (12( فٟ )13ِٚشزمبرٙب ِٓ )  yػٓ  ٚثبٌزؼ٠ٛغ
mx

 ػبِلا ِشزشوب ٔجذ أْ : 

(                        (13) 

 لّ ٠ّىٓ أْ رٕؼذَ، إرْ ٠جت أْ ٠ٕؼٍُ اٌمٛط :    ٚد١ش اْ 

                            (14) 

 ( فبْ اٌضبثذ12لاد اٌضبثزخ )دلا ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ اٌخط١خ اٌّزجبٔغخ راد اٌّؼبِ     أٞ أٔٗ وٟ رىْٛ

m ( ٚاٌزٟ ٟ٘ ِؼبدٌخ ججش٠خ ِٓ اٌذسجخ اٌضب١ٔخ فٟ ٠14جت أْ ٠ذمك اٌّؼبدٌخ )m ( اٌّؼبدٌخ ا١ٌّّضح14خ )ٌٚرغّٝ اٌّؼبد 

(characteristi or Auxiliary Equation  أٚ اٌّؼبدٌخ اٌّغبػذح ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ اٌخط١خ اٌّزجبٔغخ راد اٌّؼبِلاد )

 ( جزس٠ٓ ّ٘ب :14ٌٍّؼبدٌخ )اٌضبثزخ 

 (                                    
 

  
[   √      ] 

                                           
 

  
[   √      ] 

 

د اٌضبثزخ فٟ اٌّؼبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ ٚاٌزٟ ثذٚس٘ب رزؼٍك اٌّؼبِلا   m2,m1  ( رزؼٍك ثم١ّز12ٟٚاػخ أْ ؽج١ؼخ دٍٛي اٌّؼبدٌخ )

 ( ٕٚ٘بن صلاس دبلّد جذ٠شح ثبلّػزجبس : 15ِٓ خلاي اٌؼلالخ )

         اٌجزساْ دم١م١بْ ِزّب٠ضاْ  -31

 د١ٍٓ ِغزم١ٍٓ خط١ب ٠ٚىْٛ اٌذً اٌؼبَ ِٓ اٌظٛسح :              فٟ ٘زٖ اٌذبٌخ ٠ىْٛ اٌذلاْ 

                        (16) 
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                                   أٚجذ اٌذً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ  //3 ِضبي

 اٌذً

 نضغ المؼادلت ػلى صٌسة

(D
2
-4D+4)Y=0                                                              

 رفشع أْ

y=e
yx

 دلا ٌٍّؼبدٌخ اٌّؼطبح  

λ ٌخ اٌّغبػذحاٌّؼبد 
 
                   (      

 ٠ٚىْٛ جضس اٌّؼبدٌخ 

 ٠ٚىْٛ اٌذً اٌؼبَ ٘ٛ :

  (           

 //3مثال 

 اٚجذ اٌذً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ

y"-8y'+16y=0                                               

 سحٛٔؼؼٙب فٟ اٌظ

 اٌّؼطبح دلا ٌٍّؼبدٌخ        

 اٌّؼبدٌخ اٌّغبػذح فٟ :

 ف١ّىٓ رذ١ٍٍٙب إٌٟ

 ف١ىْٛ جضسا٘ب :

 اٌذً اٌؼبَ ٘ٛ :

  (           

 //4مثال 

 دً اٌّؼبدٌخ :

      

      رىْٛ اٌّؼبدٌخ اٌّغبػذح :

        : ف١ىْٛ جضسا٘ب 

 اٌذً اٌؼبَ ٘ٛ :

  (        

 

 

 

11. 



 

 //5مثال 

 دً اٌّؼبدٌخ

X + 4 + 4x = 0                                          

 ٔؼغ اٌّؼبدٌخ ػٍٝ اٌظٛسح

(D
2
 + 4D + 4)x = 0                                     

 ٟ٘اٌّؼبدٌخ اٌّغبػذح 

      ) ذٍٍٙب إٌٝ ٔ

                                                  ساْ ّ٘بز٠ىْٛ اٌج 

 اٌذً اٌؼبَ ٘ٛ :

  (        
   

 

 //6مثال

 اٚجذ اٌذً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ

             

D)                  ٔؼغ اٌّؼبدٌخ فٟ اٌظٛسح
2
 + 2D + 5) y = 0 

 دلا ٌٍّؼبدٌخ اٌّؼطبح      

λ اٌّؼبدٌخ اٌّغبػذح ٟ٘ 
 
                               

 ٚرذٌٛٙب إٌٝ اٌظٛسح اٌزشث١ؼ١خ :

  
   √    

 
       

 اٌذً اٌؼبَ ٘ٛ
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 اٌّظبدس ٚاٌّشاجغ : 

ٚ أعزبر اٌش٠بػ١بد ثجبِؼخ  فی الؼشٌشًصطالأستار الذكتٌس حسن مٚي رب١ٌف اٌجضء الْ -اٌغلالّد اٌزفبػ١ٍخ  -1

ٚاٌذوزٛس ػجذ اٌٛ٘بة ػجبط سجت أعزبر اٌش٠بػ١بد ثجبِؼخ الْص٘ش و١ٍخ  عاٌش٠ب -٘ش و١ٍخ اٌزشث١خ ٌٍجٕبد الْص

ٌٍجٕبد اٌش٠بع ِىزجخ اٌشش١ذ   ساع أعزبرح اٌش٠بػ١بد اٌّغبػذح و١ٍخ اٌزشث١خصٚاٌذوزٛسح عٕبء ػٍٟ  -اٌزشث١خ ٌٍجٕبد 

 إٌبششْٚ

ٟ دغ١ٕٓ ّاٌش٠بػ١بد ٚاٌذوزٛس شٛلٟ فٙ غُلثبٌش٠بع تألٍف الذكتٌس أحمذ حمذ  -ِمذِٗ فٟ اٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ  -2

إٌبششْٚ  ذ١( ِىزجخ اٌشش2113َ- ه3426غُ اٌش٠بػ١بد ٚدمٛق اٌطجغ اٌطجؼخ الٌْٚٝ )لو١ٍخ اٌّؼ١ٍّٓ ثبٌش٠بع 

 اٌٍّّىخ اٌؼشث١خ اٌغؼٛد٠خ اٌش٠بع

  ًالذكتٌس ػاٌش الينادًه إػذاد الذكتٌس إسماػٍل بٌاقو -ٛي ٚرطج١مبد دٍاٌّؼبدلّد اٌزفبػ١ٍخ اٌؼبد٠خ  -1
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